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PRÉFACE. 



La marche que nous suivons dans ce travail est analogue 
à celle qui est adoptée dans la discussion de Téquation 
générale du second degré à deux variables. 

Nous donnons, en effet, sans aucune notion préalable 
du centre et des plans diamétraux, une classification des 
surfaces du second ordre , en mettant l'équation générale 
sous une forme convenable. 

Cette méthode, n'a pas seulement l'avantage de servir 
de base à une classification, elle fournit encore un 
moyen sûr et rapide pour déterminer, sur une équation 
numérique donnée, la nature de la surface qu'elle repré- 
sente et, s'il y a lieu, le centre , les génératrices rectilignes, 
les plans directeurs , etc. 

Par la transformation que nous effectuons sur l'équation , 
la surface se trouve rapportée à un. système de plans 
diamétrs^ux conjugués obliques, et nous partons de son 
équation réduite pour déterminer l'existence d'un système 
de cordes principales et pour arriver à l'équation simpli- 
fiée de la surface rapportée à des axes rectangulaires. 

Nous passons en revue d'une façon plus complète qu'on 
ne le fait ordinairement, les propriétés des divers genres 
de surfaces, et nous donnons sur les diamètres conjugués 
de l'ellipsoïde des démonstrations synthétiques de quelques 
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théorèmes qu'on a Thabitude d'établir, en employant les 
fonnules de transformation de coordonnées. 

Après avoir exposé une méthode fort simple pour 
trouver les caractères auxquels on reconnaît qu'une sur- 
face du second ordre est de révolution, nous démontrons 
plusieurs propositions, utiles à connaître, sur l'inter- 
section des surfaces du second degré. 

Le lecteur trouvera à la fin de l'ouvrage la discussion 
de quelques surfaces de degré supérieur, entre autres 
la surface de l'onde et d'autres exercices. 
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CHAPITRE PREMIER. 
ETUDE ET CLASSIFICATION DES SURFACES DU SECOND ORDRE. 



I. 

Division des surfaces du second ordre en deux classes. 

1 . L'équation générale des surfaces du second ordre est : 

Az' -f- Xy -h M'x' -f- 2 B^y -h 2 Wxz + 2 B"yz ) _ 
+ 2 C;s + 2 C'y + 2 G'x -f- f| ~ 

Il serait difficile de reconnaître d'après cette équation la 
forme de ces surfaces ; il faut donc chercher d'abord à la 
simplifier autant que possible par un choix convenable d'axes 
coordonnés. 

Dans ce but, on écrira l'équation sous une forme particulière 
qui conduira naturellement au choix de ces nouveaux axes et 
on pourra dès lors, sur l'çguation réduite, étudier la nature 
des surfaces représentées par l'équation générale et en donner 
la classification. 

Pour arriver à la transformation que nous avons en vue, 
nous distinguerons deux cas. 

Premier cas. Les coefficients des trois carrés ne sont pas 

nuls à la fois ; A ; 



.« = 



_ 2 - 
2. Résolvant Téquation par rapport à z, on a: 



— J^l/'ay'-i-ibxy-hcx^-h^dy^^ex+f; 



chassons le dénominateur et élevons au carré, après avoir isolé 
le radical , il vient : 

(A« -f B"y + B'x Cy -h ay^ + ^bxy + cx^-^ ^dy 4- ^eœ + f; 

le second membre peut toujours se mettre sous Tune des formes 
suivantes : 

1 1 

'-^{ay-hbx-{-d)'-\-Y (*^ + 0' + ^ 

1 

— (ay -h bx -h dy -h kx -h l 
a 

— (bx-hd) (by-\-e)-hp 



et comme un produit de deux polynômes du premier degré 
peut toujours être remplacé par une différence de deux carrés, 
la 3® forme est comprise dans la première , d'où il résulte que 
toutes les fois que le coefficient de l'un des carrés n'est pas 
nul , l'équation d'une surface du second ordre pourra s'écrire : 

(A) (A^^-^B^'y-{-B'x + Cy--Uay-i-bx-hd)\~(kx+iy-^h=^^ 

d K 

{B)ou{kz-hB''y+B'x-hGy—-(ay-hbx-{-dy~{kx-{-l) = 0. 

On peut toujours considérer A comme positif; mais il importe, 
de ne pas perdre de vue que a, k^ h peuvent être positifs ou 
négatifs. 

Deuxième cas. Les coeffidefiiis des trois caiirés sont tous nuls. 

A = A' = A" = 0. 

3. Il est clair que les coefficients des trois rectangles ne 
peuvent pas être nuls en même temps. 

B" ^ 0. 
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L'équation est alors 

Bxy -h B'x» + B"yz H- C;s -f- Gy + G'x -f- F = 0. 

en la résolvant par rapport à z, elle donne 

__ Bxy-^Gy-hG'x-i-F 
^~ B"y -f B'aî H- G 

et en effectuant la division 

B C 1 4<*^ + '^'+* 

- = — -7777 a; — 



H" B" B" B"y + B'^u -f C 

on 

{B"« -f B^ + C) (B"y -h B';r + G) 4- 4- (*^ -h /)' + A = 

équation qui est comprise dans la forme (A). 

Les transformations précédentes nous montrent que l'équation 
générale du deuxième degré peut toujours être ramenée à l'un 
des types (A) ou (B). 

4. Gette décomposition de l'équation va nous conduire direc- 
tement au choix d'axes coordonnés propres à la simplifier. 

Goncevons , en effet , trois plans coordonnés représentés par 
les équations 

(1) kx ^ l = 

{^) ay ^ bx -j- d = 

(3) Az 4- W'y -h B'aî -h G = 

Prenons le plan (1) pour plan des yz, 

(2) id, des zx, 

(3) id. des xy, 

Ges trois plans déterminent par leurs intersections mutuelles 
les trois axes O'x' , O'j/', OV comme le montre la figure (1). 

Soient ê, •»), Ç les dislances d'un point x, y, z bu\ trois 
plans z'f/' , z'x' , x'y' , 
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a Tangle de z' avec x\f , 
p /U \f id. x'z\ 
Y td. x^ id. y'z\ 

Nous avons , en nommant x' %J z' les coordonnées du point 
dans le nouveau système 

g, , . kx -\- 1 



»B 




%My 


OUI 


(A 




A; 






•»i 


= 


y' 


sin 


P 


= 


ay + 
Va* 


hx 4- 


d 


ç 


= 


z' 


sin 


Y 


= 


kz + 


W'y + B'j; + C 


\/W 


-T-B"« 


+ B'"- 



remplaçant dans les équations (A) et (B) kx -h l, ay -\- bx -h d 
et Az -f- B"y 4- B'a; -f- C par leurs valeurs et supprimant les 
accents, il vient 

(A,) Px' -h P'y' -h P";** = H 

(B.) Fy' -h F'z' = 2 Qx, 

P, F, P", H et Q, étant des quantités positives négatives ou 
nulles. 

5. Les surfaces représentées par Téquation (A,) jouissent 
d'une propriété particulière qui les distingue des surfaces (B^) 
et qui consiste en ce qu'elles ont un centre qui est à l'origine. 

On appelle, en effet, centre d'une surface un point tel qu'une 
droite passant par ce point et terminée à la surface y soit divisée 
en deux parties égales. Or, d'après l'équation (A,), à tout point, 
(x, y, z) en correspond un autre ( — x, — y, — z) symé- 
trique du premier , par rapport à l'origine qui est , par consé- 
quent, centre de la surface. Ce centre est unique; car s'il en 
existait un second , en menant un plan par ces deux points la 
section aurait deux centres , ce qui est impossible puisqu'elle 
est du deuxième degré. 

Toute droite passant par le centre est un diamètre. 

On voit aussi qu'à tout point (x, y, z) correspond un point 
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( — X, y, zYy en sorte que toute droite parallèle à Ox, ter- 
minée à la surface, est divisée par le plan zy, en parties 
égales. Pour cette raison ce plan est nommé plan diamétral. 

Les plans des xy et des xz sont aussi des plans diamétraux. 

Les cordes parallèles à l'intersection de deux de ces plans, 
étant divisées par l'autre en parties égales, ces trois plans 
forment un système de plans diamétraux conjugués, et la 
direction de chaque système de cordes est dite conjuguée de 
celle du plan diamétral correspondant. 

6. Les mêmes considérations montrent que les plans des 
zx et des xy sont des plans diamétraux des surfaces repré- 
sentées par l'équation (Bi). Il n'en est pas de même du plan 
des zy, car, pour un système de valeurs de z et de y, l'équa- 
tion donne toujours pour x une valeur unique, en sorte qu'une 
droite parallèle à Ox rencontre toujours la surface , mais ne la 
rencontre qu'une seule fois. 

Il résulte de là que cette surface ne saurait avoir de centre ; 
car, si elle en avoit un, en menant par ce point une parallèle 
à Qx, terminée à la surface, elle devrait être partagée en ce 
point en deux parties égales, ce qui est impossible. 

Les surfaces du second degré se divisent donc en deux classes : 
Surfaces à centre, représentées par l'équation (A,); 
Surfaces dénuées de centre^ id. (B,). 

Nous allons examiner maintenant les divers genres de surfaces 
qui peuvent représenter les équations (A,) et (B,). 

II. 

Surfaces à centre. 

7. Les coefficients des trois carrés sont de même signe. 

Il est toujours permis de les supposer positifs ; il peut alors 
se présenter trois cas : H > 0, H = 0, H < 0. 

Dans le premier cas, la surface a pour équation, en mettant 
les signes en évidence : 

P«' -^ P'2/» -f- P";&^ = H. 



6 ~ 



Cherchons les points où elle rencontre les axes coordonnés; 
pour cela égalons en même temps à deux des variables 
X, iff z, on obtient 



pour z = y = 



z = 



= 



H 
x^ = ^ = a-, 



z- = 



H 



= e; 



a, 6, c sont les longueurs des demi -diamètres conjugués de 
la surface dirigés suivant les trois axes coordonnés. Si on 
introduit ces longueurs dans l'équation de la surface, elle 
devient 






z^ 



1. 



8. Pour reconnaître sa forme, cherchons la nature des 
sections déterminées par les plans coordonnés. La section 
faite par le plan des xy est donnée par les équations 



;s = 0, 



x^ 



= 1. 



Cette section est une ellipse rapportée à deux diamètres 
conjugués (fig. 2). Les plans des wz et des j/z coupent aussi la 
surface , suivant des ellipses : 



1^ = 0, 



a' 



z^ 



b^ c- 



et ces ellipses ont deux à deux un diamètre commun , dirigé 
suivant les axes coordonnés. 

9. Coupons maintenant la surface par des plans parallèles 
au plan ony. Ces sections sont données par les équations simul- 
tanées : 



z = ±:y, 



X 



a} b^ c' 



On voit qu'elles sont toujours des ellipses semblables ef 
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seniblablement placées dont le centre est sur Taxe des z. Les 
diamètres de ces ellipses, parallèles à Ox et Oy varient de a et 
6 à 0, quand y, varie de à c. Pour des valeurs de y supé- 
rieures à c, la section est imaginaire, en sorte que la surface 
est tout entière comprise entre les deux plans 

z = ±: c. 

On peut donc regarder la surface comme engendrée par une 
ellipse, dont le plan se meut parallèlement au plan des xy, les 
diamètres de cette ellipse, parallèles à Ox et Oy , sont conjugués 
et leurs extrémités s'appuient sur les sections faites dans la 
surface par les deux autres plans coordonnés. 

On a donné à cette surface le nom d'ellipsoïde, 

10. Si H est nul, l'ellipsoïde se réduit à son centre , l'équation 
représente un point : 

a? = 0, ^ = 0, z = 0. 

Si H est négatif, l'ellipsoïde est imaginaire. 

11. 2^ Les coefficients de deux carrés sont de même signe. 
On peut toujours supposer P et P' positifs , et on a encore 

trois cas à examiner , selon que H est positif, nul ou négatif. 
Si H est positif. 
L'équation 

Vx^ + V'y^ — P";s* = H 

montre que les diamètres, dirigés suivant Ox et Oj/, sont seuls 
réels et que le diamètre , dirigé suivant Oz , ne rencontre pas 
la surface. 

Introduisons , comme précédemment > les longueurs réelles 
ou imaginaires des demi -diamètres conjugués, auxquels la 
surface est rapportée , c'est-à-dire posons 

P" 
et il viendra 



-^ 


r- = ^ 0' = 


a:' 


b' e* 
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Les sections par les plans coordonnés sont : 
dans le plan xy (fig. 3), une ellipse 

a- "^ b'- "" ' 
dans le plan zy , une hyperbole 

h' f* " ' 
dans le plan xz^ une hyperbole 



oc- 






Ces trois courbes ont deux à deux un diamètre commun et 
les diamètres de l'ellipse sont les diamètres réels des hyperboles. 

Les sections parallèles au plan des ocy sont données par les 
équations * 

^ ^' a^ ^ b- ^ ^ c\ 

Ces courbes sont des ellipses semblables et semblablement 
placées , ayant leur centre sur Oz , leurs diamètres parallèles à 
Qx et à Oy croissent depuis a et 6 au delà de toute limite, 
quand y varie de à oo. 

On peut se rendre compte de la forme de la surface, en la 
considérant conune engendrée par le mouvement d'une ellipse 
dont le plan se déplace parallèlement au plan xy , tandis que 
les extrémités de ses diamètres parallèles à Oa? et Oy s'appuient 
sur les hyperboles situées dans les deux autres plans coordonnés. 

On a donné à cette surface le nom d'hyperboloide à une 
nappe. 

i± Soit H nul. Avant de faire H = 0, divisons par, P" le 
premier membre de l'équation , on a 

P I*' , _ , _ H 

P" F'.^ ^ ~~ P" 
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Or P, P', F' restent constants par hypothèse, les rapports 

L — fl Z! — ^ 
P" ~ a' ' p" r- i,^ 

sont donc aussi constants, quel que soit H. 
Faisons décroître H jusqu'à , Téquation précédente devient 

où a, by c peuvent encore être considérés conune étant les 
diamètres de l'hyperboloïde , puisque les rapports 

ne changent pas avec H , en sorte qu'on peut écrire en divisant 
par c*; 

^ -4- ^ — — = 

On voit immédiatement que l'ellipse située dans le plan xy 
se réduit à un point, et que les hyperboles situées dans les 
deux autres plans coordonnés se confondent avec leurs asymp- 
totes , tandis que les sections parallèles au plan des xy restent 
des ellipses semblables entre elles et aux premières (fig. 4), 

La surface peut donc être considérée comme engendrée par 
le mouvement d'une ellipse variable se déplaçant, comme on 
on l'a dit plus haut; mais comme alors elle s'appuie sur deux 
droites, passant par l'origine, il est évident que la surface 
engendrée est un cône. 

13. Si H devient négatif, les diamètres qui étaient réels, 
quand H était positif, deviennent imaginaires et inversement, et 
l'équation de la surface est : 

X* y* ;»» _ 
a-'^ b^ ~ V ^~ ' 

la section par le plan des xy est imaginaire. 
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m. 

Surfaces dépourvues de centre. 

15. Examinons maintenant les surfaces que donne l'équation 

(B.) Py + P"z' = 2Q4Î. 

On peut toujours supposer Q positif, car s'il était négatif, 
en changeant x en — â; on serait ramené au premier cas. 

i^ Les coefficients de deux carrés sont de même signe 

P et P" > 0. 

Dans l'équation 

Py + P'V = iQx 

faisons successivement a; = 0, y = 0, z=0, nous aurons 
les sections de la surface par les trois plans coordonnés , 
(fig. 8), savoir: 

py -{- P'V = 0, Py' = ^Qx, P'V = ^Qx; 

la section par le plan des yz est un point, l'origine ; les sections 
faites par les plans des xz et des yz sont des paraboles diri- 
gées dans le même sens et ayant l'axe des x pour diamètre 
commun. 
Si l'on pose 

p? = P» pî = /> 

les équations des paraboles deviennent 

y* = ipx z* = ip'x 

et l'équation de la surface prend la fofme : 

^ + 4 = 2x. 
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Les sections parallèles au plan des zy sont données par les 
équations 

P P' 

Ces couii>es sont des ellipses semblables, rapportées à un 
système de diamètres conjugués parallèles à Ot/ et à Oz. Ces 
diamètres croissent avec a au delà de toute limite. 

Pour des valeurs négatives de a la section étant imaginaire , 
il n'y a pas de points de la surface à gauche du plan des zy. 

On voit que la surface peut être considérée comme engendrée 
par une ellipse dont le plan se déplace parallèlement au plan 
des zy. 

Les diamètres de cette ellipse, parallèles à Oj/ et à Oz sont 
conjugués et leurs extrémités s'appuient sur les paraboles, 
suivant lesquelles les deux autres plans coordonnés coupent 
la surface. 

On a donné à cette surface le nom de paraboloïde elliptique. 

2° Les coefficients des deux carrés sont de signes contraires 

P' < 0. 
16. L'équation devient 

P'y* — P'V = 2QiF. 

Les sections faites par les plans des xy et des zx sont encore 
des paraboles (fig. 9.) repésentées par les équations 

Vy^ = 2Qaî, P'V = — 2Qaî, 

ou d'après la notation employée plus haut 

y^ = ^px, ;«* = — ip^x. 

Ces deux paraboles ont aussi pour diamètre commun , l'axe 
des X , mais elles sont dirigées en sens contraire. 
Quant à l'équation de la surface elle prend la forme 



- 14 — 

Les sections parallèles au plan des zy sont données par 

iC = ce, r = Zflt. 

P P 

Ce sont des hyperboles semblables dont le centre est sur 
l'axe Ox et dont les diamètres parallèles à Oz et Oy sont conju- 
gués. Ces diamètres grandissent indéfiniment à partir de quand 
a varie de à ±: oo. 

Si a est positif, le diamètre réel est parallèle à l'axe des y 
et si a est négatif, il est parallèle à l'axe des z , en sorte que la 
position des hyperboles change avec le signe de cette quantité. 

La section par le plan zy s'obtient en faisant a = 0, ce qui 
donne 



— ~Y = ouy = dz « 



i/f 



équation qui représente deux droites, auxquelles les asymptotes 
des hyperboles précédentes sont constamment parallèles. 

On donne à cette surface le nom deparaboloîdehyperboliqtie. 
Pour nous représenter sa génération , concevons une hyper- 
pole mobile , se déplaçant parallèlement au plan des zy de part 
et d'autre de ce plan et dont deux diamètres conjugués sont 
parallèles à Oz et Oy, Tant que l'hyperbole est à droite du 
plan des zy, les extrémités de son diamètre réel s'appuient 
sur la parabole située dans le plan des xy, mais quand elle 
passe à gauche du plan des zy les extrémités du diamètre réel 
s'appuient sur la parabole située dans le plan des zx ; dans le 
passage de l'une des régions à l'autre, l'hyperbole mobile se 
réduit à ses asymptotes. 

17. Remarque. Ces deux surfaces admettent un même mode 
de génération. 

Si, en effet, on coupe la surface par un plan parallèle aux 
xy y la section a pour équation 

toutes les paraboles représentées par ces équations sont égales. 
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On voit donc que la surface peut être considérée comme 
engendrée par la parabole BAC se mouvant parallèlement à 
elle-même, tandis que le point A de cette parabole s'appuie 
sur la parabole DAE. Si la parabole DAE est dirigée dans le 
même sens que la parabole mobile (fig. 8) , on obtient le para- 
boloïde elliptique, et le paraboloïde hyperbolique, si elle est 
dirigée en sens contraire (fig. 9). 

3° Cas particuliers. 

18. Le coefficient de l'un des carrés est nul: 

P" = 0. 
L'équation se réduit à 

py = ^Qx, 

équation d'un cylindre parabolique , dont les génératrices sont 
parallèles à Oz. 

Le coefficient du terme du premier degré est nul : Q = 0. 

L'équation devient 

?'y^ zb FV = 0; 

elle représente l'axe des x ou deux plans qui se coupent suivant 
cet î^xe. 

Il résulte de la discussion précédente que l'équation (B,) ne 
peut représenter d'autres surfaces que celles que nous venons 
de trouver. 
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CHAPITRE II. 
DISCUSSION BES fiQUATIONS MIÉRIQUES. 



I. 



Tableau général des différentes formes d'équations auxquelles 
on reconnaît la nature des surfaces du second ordre. 

19. Si on désignepar X, Y, Z trois polynômes du premier degré 
par rapport aux variables, toutes les fois qu'une équation du 
deuxième degré sera ramenée à l'un des types : 

X' ± Y' dr Z» = ±: H, 

Y* ± Z« ± X = 0, 

on reconnaîtra la nature de la surfece par le tableau suivant , 
où les signes sont en évidence : 



X'+Y'+Z» 
X'+Y«+Z' 
X«+Y«-f-Z' 

X«+Y'— Z'; 
X'+Y»— Z' 
X«+Y'— ZV 

X' + Y' 

X' + Y' 

X' + Y' 

X' — Y' 

X' — Y' 



H, 

0. 



= — H 



=+Hon X'+YZ=+H 
= ouX»+YZ=0 . 
=— H ouXY=— H. 



Y' 
Y' 



Z' 
Z« 



:H 

= 

= — H 

= ou XY = . 
=±:HouXY =d:H. 

= X 

= X 

:X 



YZ = X 



Ellipsoïde. 
Un point. 
Rien. 

Hyperbololde à une nappe. 

COne. 

Hyperbololde à deux nappes. 

Cylindre elliptique. 

Une droite. 

Rien. 

Deux plans. 

Cylindre hyperbolique. 

Parabololde elliptique. 
Parabololde hyperbolique. 
Cylindre parabolique. 



Comme on sait toujours mettre une équation donnée sous 
l'une des formes précédentes et qu'une équationne représente 
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qu'une seule surface parfaitement déterminée, on est sûr 
quelle que soit la méthode à l'aide de laquelle on transforme 
l'équation , de reconnaître sous cette nouvelle forme la véritable 
nature de la surface qu'elle représente. 

IL 

Héduction d'une équation numérique donnée à Tun des 
types précédents. 

20. Quand on donne une équation numérique, la seule 
inspection de l'équation suffit quelquefois pour la mettre sous 
une fornie propre à reconnaître la nature de la surface. 

Il n'est pas indispensable, en effet, que les polynômes X, Y, 
Z aient la forme indiquée plus haut. Ils pourraient contenir 
tous les trois x, y , z, pourvu que les trois équations X = , 
Y = , Z = , adniettent une solution unique. Elles repré- 
sentent alors trois plans qui se coupent et que l'on peut prendre 
pour plans coordonnés. 

Cette remarque est importante, ainsi l'équation 

{x — az — pY + {y~bz — çY -h [q (x~a)—p(y — b)Y = k' 

ne représente pas un ellipsoïde, mais bien un cylindre, comme 
on peut s'en assurer en ramenant l'équation à la forme ordi- 
naire. 
Cette contradiction apparente tient à ce que l'équation 

q{x~a)-~p {y~h)=:0 

est une conséquence des deux équations : 

X — az — p = , y — bz — ^ = 0. 

On opérera toujours d'une manière certaine, soit en résol- 
vant l'équation comme il a été dit plus haut, soit en employant 
la méthode que nous allons indiquer : 

21 Considérons d'abord un trinôme du deuxième degré: 

kx* -h ^Ix 4- p, 
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sa demi-dérivêe est kx -+- l, et on peut écrire le trinôme 

1 P 

^ (to + /)^ + P — j 

ou 

j (kœ -h /)•- + h. 

Soit maintenant un polynôme du deuxième degré à deux 
variables : 

ay^ 4- ibœy + cx^ H- idy + "iex -h f; 

la demi-dérivée par rapport k y est ay ■+- bx ■+- d et on peut 
écrire le polynôme 

OU , d'après ce qui précède : 

4 1 

- (ay -h bx -\- d)* -\- -r (kx + /)*-+- A. 

Soit enfin un polynôme du deuxième degré à trois variables: 
kz^ -h A.Y -f- k"x^ -h 2Bxy 4- ^B'xz -j-2W'yz + ^Cz + ^Gy 
-i-iC'x+ F; 
la demi-dérivée par rapport à z est 

kz-\-Wx-hW'y + G, 
et l'on peut écrire le polynôme 

OU 

1 

- (Kz + B"y 4- Vx -f- C)* 4- ay^+^hxy + cx^-\-^dy-\-^ex 4- /• 
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et d'après ce qui précède 

A CL K 

Cette forme ne diffère pas de celle qui a été trouvée S 2 ; le 
désaccord apparent tient à ce que les quantités a,k, etc. n'ont 
pas identiquement la même signification. 

22. D'après cela, on peut généralement poser la règle 
suivante : 

L'équation du second degré étant 

kz' -f- My^ -f- A'V -f-2Ba?2/ -H-2B'aî« -+-2B"y;« ) _ 

4-2C;£-+-2C'y-h2C"4; + Fi ~ ' 

on prendra la demi-dérivée par rapport à z , on l'élèvera au 
carré et on divisera par le coefficient de z* , on retranchera les 
termes introduits, on aura un polynôme du second degré en 
X et y. 

On en prendra la demi-dérivée par rapport à j/ , on l'élèvera 
au carré et on divisera par le coefficient de y^ ; on retranchera 
les termes introduits et on aura un polynôme du second 
degré en x. 

On en prendra la demi-dérivée, on l'élèvera au carré et on 
divisera par le coefficient de a;' , on retranchera le terme intro- 
duit et le premier membre de l'équation sera mis sous la forme 
voulue, 

23. Il peut arriver que ky a, k soient nuls, et alors la règle 
précédente ne s'applique pas complètement. 

Si ft = 0, le dernier terme est du premier degré en x. 
Si a = , sans que c soit nul, la règle subsiste. 
Si a et c sont nuls , le polynôme en â? et j/ est 

hxy + dy -h ex -+- f; 

les dérivées par rapport ky eix sont bx -h d et by -h e, elle 
polynôme peut s'écrire 

Ub^-hd){by^e)-^f^^^ 
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Si A est nul , sans que Â' et Â" le soient, on pourra encore 
suivre la règle précédente. 
S'ils sont nuls tous trois, le polynôme devient 

Bxy -h B'xz + W'yz -h C;s + Gy + C"x -h F. 

Les dérivées par rapport à z et y,- sont B"j/ -h B'x -h C et 
B"z -f- Ba? -h C, et le polynôme peut s'écrire 

1 {V'y^Wxi-C)(B"z -^Bœ-hCy~^ x^ + (^G^^^^^^y 

p ce 

4- F ~ g^; 

on voit donc comment dans tous les cas l'emploi des dérivées 
permettra d'effectuer facilement la décomposition. 

III. 

Exemples. 

24. Appliquons les méthodes précédentes à quelques exemples : 
Exemple L Soit l'équation 

4;i* — 8y* H- 12;r* +4y;s — 12â?;5 — 12aîy — 4;6 — 8y — 8iC4- 5 = Oi 
en résolvant par rapport à z on a : 

ou 

(2;s4-2/ — i3aî — 1)* — (V + 6aî2^ — 3il;* + 62^-^-i4aî--4) = 0; 
égalons à zéro la seconde parenthèse , on a : 

// = — ^^ :±: 3 X/ix"— i^x 4- 5 ou 

en sorte que l'équation peut s'écrire 

(2;s + y - - 3^ - 1)* — {dy-hx-h iy + {^x - 3)* = 4 ; 
elle est de la forme 

X* — Y> H- Z* = H; 
la surface est donc un hyperboloïde à une nappe. 
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Si nous voulons employer les dérivées, formons d'abord 

-j- Hz -f- 2y — 6^ — iy 

ou , en simplifiant , 

(2;$ + 2/ — 3aî — 1)* 
retranchons les termes ajoutés , on a : 

(2;5 + 2/ — 3ic — iy — V — ^^y + 34î* - 6y — Uar -h 4-, 
formons en second lieu, 

— ^ (9y + 30? + 3)* ou —(3y-\-x+ 1)% 

retranchons les termes ajoutés , on a : 

— (3y + ^ -h 1)' + *x' — \^x -f 5; 
formons enfin 

i {ix - 6)* = {Im - 3)% 

réquation s'écrit finalement 

(2;£ + 2/ — 3aî — 1)* — (3y + ^ -f- 1)* + C2aî — 3)* — 4 = 0, 

ce que nous avons déjà trouvé plus haut. 

25. Exemple IL Soit encore 

X' + y^~- 2«» 4- iy» -4- ixz H- ^y — 4^ — 2y -f- 2;$ = 0. 

Par Tune ou l'autre méthode on trouve d'abord que l'équa- 
tion peut s'écrire 

(^ H- y -h ;s — 2)^ — 3;s* H- 22/ H- 6;$ — 4 = 0, 
et la décomposition est achevée , l'équation est de la forme 
Y* — Z* = X; 

elle représente par conséquent un paraboloïde hyperbolique. 

26. Exemple ni. Soit une équation renfermant un paramètre 
variable : 

2/;$ + i»* -f- ^uy — a; — 2y — 3« H- 2 — w = , 
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on pourra l'écrire 

(y -hx — S)(z-hx — ^) — x* -\-Ax — A~m = 0, ' 
puis 

(y + a? — 3) (;8 + iu — 2) — (a; — 2)* — m = 0, 
équation de la forme 

YZ — X* = m. 
Elle représente, suivant que m est positif, négatif ou nul, 
un hyperboloïde à deux nappes, un hyperboloïde à une nappe 
ou un cône. 

27. Exemple IV, Prenons pour dernier exemple Féquation 
aî*-f-(2m' + i){y^-{-z*)~^xy — ^xx — %yz ==2m* — 3w-f- 1. 
Elle s'écrit sous la forme 

2 2;s* 
(a?— 2/ — ;5V + — r(m-^ — ;sV+2mV -- = 2iW — 3w4-i 

ou 

m'{x—y—zy-i-^m*y—zy-{-i{m*—i)z^=im* (*^~9 ) ^^~*^' 

Faisons dans cette équation ou dans la précédente varier m 
de -h 00 à — 00 ; il est facile de former le tableau suivant : 



Valeurs de m. 


Surfaces représentées par Téquation. 


m =00 


Cylindre circulaire. 


m > i 


Ellipsoïde. 


m = i 


Une droite. 


1 ■ 

2 < m < i 


Hyperboloide à deux nappes. 


i 


Cône. 


< m < i 


Hyperboloïde à une nappe. 


m == 


id. 


— 1 < m < 


id. 


w = — 1 


Cylindre elliptique. 


m < — i 


Ellipsoïde. 


m = — 00 


Cylindre circulaire. 
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CHAPITRE III. 
CENTRES, PLANS DIAMÉTRAUX, PLANS TANGENTS. 



I. 

Centres. 



28. Nous avons vu que l'équation 

X* zb Y* ±: Z* = zt H 

représente, en général , une surface douée de centre. Les 
coordonnées de ce point sont données par les équations 

X = 0, Y = 0, Z = 0; 

la première ne renferme que x, la seconde a? et y et la troi- 
sième X, y y z, de sorte qu'on en tire sans élimination les 
valeurs de ces coordonnées. Toutefois on peut déterminer le 
centre sans effectuer préalablement la décomposition de l'équa- 
tion et nous allons indiquer d'une manière générale la marche 
à suivre pour l'obtenir , la surface étant représentée par 

f{po,y>^) = 0. 

On appelle centre d'une surface quelconque un point qui 
divise en parties égales toutes les cordes qui y passent. Si 
l'origine est centre, il est aisé de voir qu'à chaque point 
x,y,z en répond un autre ( — x , — y , — z)\ donc les deux 
équations 

\ f(^,yf^) = 0, f{—x,~-y, — z) = 

devront admettre les mêmes solutions. 

Réciproquement, toutes les fois que cette condition sera 
remplie , à chaque point pris sur la surface correspondra un 
second point symétrique du premier, par rapport à l'origine 
que dès lors sera centre. 
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Ainsi la condition nécessaire et suffisante pour que Forigine 
soit centre, c'est que Téquation reste la même quand on y 
change x , y, z en — x, — y et — z. 

29. Développons cette condition pour les surfaces du second 
ordre. 

Désignons par /" (a: , j/, z) le premier membre de réquation 
générale 

Az^ -h k'y 4- A' V -f ^Bxy + Wxz + ^B"yz\ 



transportons Torigine au point x' y' z' , l'équation devient 

t{x-{-x',y-\-y\z-\-z') = kz^-i-A'y'-hk"x^'-}-^Bxy\ 
+ iWxz -h^B"yz + zf'^ {x\tf>^')^ yr{x\y\z')\= o. 
^xf{x\y\z^)^f{x\y\z') ) 

X 

Si l'origine est centre, l'équation devra rester la même 
quand on y changera x, y, z en — x, — y, — z, ce qui eidge 
que l'on ait 

r {x\ y\ z') = r i^> y\ ^') = r {x\ y\ ;è') = , 

X y % 

OU bien : 

k% H- B'x + B'^y + C = 0, 
A'y \ Bx -V B";s _f- C' = 0, 
A"aî + B^/ -h B'z + C" = 0. 

L'expression générale des valeurs de ic, y, z ne nous offre 
aucun intérêt, nous nous bornerons à faire observer que 
toutes les fois que les équations seront compatibles, elles 
détermineront un centre unique ; la surface représente alors 
une ellipsoïde, un hyperboloïde ou un cône. Lorsque l'une des 
équations est incompatible avec le système des deux autres ou 
qu'elles sont deux à deux incompatibles, la surface est dépourvue 
de centre , elle est donc un paraboloïde ou un cylindre para* 
bolique. 

Si l'une d'elles est une conséquence des deux autres, la 
surface a une infinité de centres situés en ligne droite, c'est 
donc un cylindre elliptique ou hyperbolique. 
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EnÛQ , si les trois équations se réduisent à une seule , il y 
â une infinité de centres situés dans un plan : la surface se 
compose de deux plans parallèles. 

30. Remarque, Lorsque Féquation 

f {X, y, z) = 

est algébrique et d'un degré supérieur au second , le résultat 
de la substitution de 

X + x', y -h t/, ^ -i- ^'f 
dans le premier membre donne un polynôme du degré m en 
X, y y z et il faut égaler à les coefficients des termes qui ne 
sont pas de même parité que le degré de l'équation. Avec un 
peu d'attention , on reconnaît que les coefficients de 

sont du premier degré en x' \f z\ Ces coefficients devant être 
nuls, on a d'abord trois équations du premier degré auxquelles 
on devra joindre les équations de condition obtenues en 
égalant à les coefficients des termes qui doivent encore 
disparaître, de telle sorte qu'en général la surface n'admettra 
pas de centre. 

Comme les coordonnées de ce point, lorsqu'il existe, sont 
déterminées par trois équations du premier degré , la surface 
ne peut avoir plusieurs centres, à moins d'en avoir une 
infinité, dont le lieu est alors une ligne droite ou un plan. 

II. 

Plans diamétraux. 

31. Nous avons déjà reconnu l'existence de plans diamétraux 
dans les surfaces du second degré. 

On appelle, en général, surface diamétrale le lieu des points 
milieu des cordes parallèles à une même direction. 

Nous nous bornerons à chercher ce lieu dans les surfaces 
du second ordre. 
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Soient 

y = nz, 

les équations que déterminent une direction de cordes et 
représentons pour abréger par 

f (^, y, ^) = 

l'équation générale du second degré. 

Transportons l'origine au point x', y\ t! milieu d'une corde ; 
les équations de la corde deviennent 

^ = m;s y = n;$ 

et celle de la surface 

f(x^-x\ 2/ H- y, ;s + ;$') = 0. 

Ces trois équations déterminent les coordonnées des points 
d'intersection de la corde avec la surface , en sorte que le z de 
ces points est donné par 

f{x^ -f- m;5, 2/' H- n;5 , ;5' 4- «) = 0, 

équation du second degré qui doit admettre deux valeurs de z 
égales et de signes contraires; donc le coefficient de la première 
puissance de % doit être nul ; or l'équation développée prend la 
forme 

M;s« + rmr {af,y\^')^-nr(a>\ y', z')+ /^ V, tf.^')'f+R^\y\^') =0. 
La surface diamétrale est donc , en supprimant les accents : 

^r (^* y^ ^) H- ^r (Pf y* V 4- f (^, yy «) = o,. 

X y * 

ou en remplaçant les dérivées par leurs valeurs : 



+ A;54-B'^+B"2/+C $ ^' 

équation d'un plan. Ainsi à toute direction de cordes corres- 
pond un plan diamétral. 



- 27 - 
Cette équation peut s'écrire 

(A''m4-Bn + B0^ + (A'n4-Bi»H-B'')2/-h(A-j-B'm + B''n)«) 

+ C"m + C'n + C )"" 

Les coefficients des variables x,y,z sont respectivement les 
dérivées par rapport à x, y^z, des termes du second degré 
dans lesquels on remplace x par m , y, parn et z par 1 ; le 
terme tout connu se forme en faisant dans les termes du premier 
degré les mêmes substitutions. 

32. Si l'équation f {x, y,z) = est sous Tune des formes 
(A,) ou (B,) le plan conjugué de la direction x = mz, y = nz est 

?mx -h Pny H- P"« = 

ou 

Pny + P'z = Qm. 

On voit que dans les surfaces à centre tous les plans diamé- 
traux passent par le centre, et que dans les surfaces dépour- 
vues de centre ils sont tous parallèles à une môme direction , 
Taxe des x. 

Réciproqtiement: 

Dans les surfaces à centre, tout plan passant par le centre 
est un plan diamétral. Car on peut toujours identifier Téquation 
d'un pareil plan avec celle d'un plan diamétral 

?mx + Fny + P"^; = 

et déterminer m et n. 

On verrait de même que dans les surfaces dépourvues de 
centre, tout plan parallèle à la direction suivant laquelle se 
coupent tous les plans diamétraux , est aussi diamétral. 

33. Plam diamétraux conjugués. Dans les surfaces à centre 
on appelle plans diamétraux conjugués, trois plans tels que 
chacun d'eux coupe en parties égales les cordes parallèles à 
l'intersection des deux autres. 

n est aisé de voir qu'il existe une infinité de plans diamétraux 
conjugués. 
En effet , soit une surface à centre , menons par ce point un 
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plan, il coupe la surface suivant une ligne du second ordre. 
Considérons dans cette section deux diamètres conjugués ; par 
chacun de ces diamètres et le diamètre conjugué du plan 
sécant , menons deux autres plans ; les trois plans ainsi définis 
formeront un système des trois plans diamétraux conjugués. 
Car chacun de ces plans divise en parties égales les cordes 
situées dans les deux autres et parallèles i leur intersection ; 
et il est évident que toute corde parallèle à cette direction est 
coupée de la même manière. Les intersections de ces plans 
diamétraux deux à deux forment un système de diamètres 
conjugués. Ainsi dans les surfaces à centre il y a une infinité 
de systèmes de plans diamétraux conjugués et une infinité de 
systèmes de diamètres conjugués. 

Dans les surfaces dépourvues de centre, il n'y a pas de plans 
diamétraux conjugués. 

III. 

Plan tangent. 

34. Nous admettrons que les tangentes aux diverses coui'bes 
que l'on peut tracer sur une surface par un point pris sur 
cette surface , sont en général situées dans un même plan qu'on 
nomme plan tangent. Cette propriété s'établit ordinairement en 
géométrie descriptive. 

D'après cette définition du plan tangent il sufiSt de trouver 
l'équation d'un plan passant par deux tangentes. 

Soit f {x, y, z) = l'équation d'une surface, x' ,y\ t! les 
coordonnées d'un de ses points. Nous choisirons les tangentes 
en x^ 1/' z' aux sections faites parallèlement aux plans des zx et 
des zj/. 

La section parallèle au plan des %x est donnée par les 
équations 

y = }i î ipc, y[, z) = 0, 

la tangente au point x' j/' z' sera 

y = y^ et {X- x') r ~h (^- ^') r = 0, 
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de même la tangente à la section parallèle au plan zy aura pour 
équation 

a; = x' et (y — y') f + {z — a') /" = 0; 

y s 

le plan donné par l'équation 

{X - X') r -hiy- 1/) r + {^- ^') r = 

X y X 

passera évidemment par ces deux tangentes et sera, par con- 
séquent, le plan tangent au point x', y\ z\ 

Il ne faut pas perdre de vue que les coordonnées x\ y*, z* du 
point de contact doivent être substituées dans les dérivées par 
rapport à a?, y et z. 

35. D'après cela j le plan tangent en un point x', j/', z' à une 
surface du second degré douée de centre a pour équation 

?xx' + Fyy' + F'zz' = H, 
a?' y' z' satisfaisant à la relation 

?x" + f'y'' + f"^" = H. 

Les équations du diamètre mené au point de contact sont 

^ __ y __ ^ 

et le plan diamétral conjugué est représenté par 

?xx' -4- Fyy' + P"^^' = 0. 

Donc le plan tangent à l'extrémité d'un diamètre est parallèle 
au plan conjugué de ce diamètre. 

36. L'équation du plan tangent en un point x' ,y', z' d'une 
surface dépourvue de centre est 

Fyy' + P'zz' = Q (x -\- x') 

d'ailleurs, à la direction x = mz, y = nz d'un système de 
cordes répond le plan diamétral 

Fny 4- F'z = Qm; 



i 
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pour que ce plan passe par le diamètre mené par le point 
x^ ]( z' , il faut que Ton ait 

P'ny' -h P";«' = Qi», 

relation qui exprime que les cordes conjuguées du plan sont 
parallèles au plan tangent au point x\ y\ z\ 

Donc le plan tangent à VextrémUé d'un diamètre est 
parallèle aux cordes que divise en parties \ égales totU plan 
passant par ce diamètre. 

Remarque, D'après cela on voit que dans le paraboloïde 

P'y* -h P'V = 2Q^ 

le plan des yz est tangent à la surface à l'origine. ; car les 
cordes parallèles à l'axe des j/ et à l'axe des z sont divisées en 
deux parties égales par les deux plans coordonnés qui se 
coupent suivant Ox. 
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CHAPITRE IV. 

PLANS PRINCIPAUX. - ÉQUATWNS DES SURFACES DU SECOND ORDRE 
RAPPORTÉES A LEURS AXES. 



I. 

Recherche d'un système de cordes principales. 

37. Nous venons de voir cpi'une surface du second degré a 
une infinité de plans diamétraux. Nous allons chercher s'il en 
existe qui soient perpendiculaires aux cordes qu'ils coupent en 
parties égales. 

Comme nous allons faire cette recherche sur l'équation 
simplifiée et qu'alors la surface est rapportée à des plans 
diamétraux conjugués obUques, établissons d'abord les con- 
ditions pour qu'une droite 

X = mz y =: nz 

soit perpendiculaire au plan 

pa^ -\- gy -h ^ = Oy 

les axes coordonnés faisant entre eux les angles X, fji, v. 

38. Considérons une sphère 

^* + y* + «* + ixy cos V H- ^z cos ^ -f- iyx cos x = R* 

et le plan tangent au point x,y^z.En désignant par ê, '«q, Ç, 
les coordonnées courantes, ce plan a pour équation 

(x-hy cosv -h ^(ios/jb)^-j- (y-^xcos V -h z cos x) tù _ 

-h (^ + X cos fjL--\- y cos x) ^ I "~ ' 

exprimons qu'il est parallèle au plan 

px -h qy -\- z = 0, 



i 
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Nous aurons les conditions 

p "" q "" ï 

Mais si la droite x ^ mz y = nz est perpendiculaire à ce 
plan , les coordonnées x, y, z du point de contact satisfont aux 
équations de la droite , les conditions cherchées sont donc les 
suivantes : 

w+ncosf-l-cos/u. n-f-mcosv-f cosx __ / + mcos/A-|-«cosA. 

39. Cela posé , l'équation d'une surface quelconque du second 
ordre peut s'écrire 

Px* + F y* -h FV — 2Q;r = H, 

le plan diamétral qui divise en parties égales les cordes paraUèles 
èi X = mz, y = nza pour équation 

m?x -h nVy + V'% — Qm = 0, 

d'où 

mP nP 

et les conditions précédentes deviennent 

w+wcosvH- cos/u.__ w-hmcos v+cosx __ 1 H-mcos/u-H-ficosA 



mP nV P" 



= s. 



s étant une inconnue auxiliaire égale à la valeur commune 
de ces rapports. On a ainsi trois équations : 

— m cos^ — w cos X + P"« — 1 = 0, 
m(P« — 1) — n cosi' — cos^ = 0, 

— m cosv + n (P'g — 1) — ces X = 0. 

Si on élimine mein, on obtiendra une équation du troisième 
degré en 5 et à chaque valeur de s répondra un système unique 
de valeurs de m et n. 
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On tire, en effet, des deux dernières 

__ (Fg — 1) COS/U. -f- COS X COS y __ (P« — 1) COS X H- COS)UtCOS f 

*^"" (P«— 1)(P«— 1)— cos^y '^~ (P« — 1)(P« — 1) — cos^v 
et en substituant dans la première , il vient : 
3 /i_ 1 ^ \ s /sin*x sin^fJi sinV \ \ 

+ pp,pM (cos^Â+cos^tJi-f-cos'y — 2cosxcosfJicosv — 1) 

L'équation en s, étant du troisième degré, a au moins une 
racine réelle à laquelle correspond un système de valeurs de 
m et n, qui déterminent une direction de cordes perpendicu- 
laires à leur plan conjugué. Ces cordes se nomment principales 
et le plan diamétral conjugué s'appelle plan principal^ enfin 
la section de la. surface par un plan principal est une section 
principale. 

40. L'existence d'un système des cordes principales étant 
établie , considérons d'abord une surface à centre. 

Par le centre de la surface menons un diamètre parallèle à 
la direction de ces cordes et un plan perpendiculaire à ce 
diamètre. Ce plan sera un plan principal et coupera la surface 
suivant une courbe ayant même centre que la surface. 

Les axes de cette section forment avec le diamètre considéré 
un système de trois diamètres conjugués rectangulaires , les 
plans déterminés par ces diamètres pris deux à deux seront 
conjugués et principaux. Il y a donc dans une surface à centre 
trois systèmes de cordes principales et, par conséquent, l'équa- 
tion en 5 a ses trois racines réelles. 

Si l'on prend les trois plans principaux pour plans coor- 
donnés , l'équation de la surface sera 

£! V?^ -*-- - -^- 1- 

Gy b, c étant les demi-axes des sections principales; on les 
nomme aussi les demi-axes de la surface. 

3 
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41. Dans les surfaces dépourvues de centre, P ss 0, et fé- 
quation en /? a une racine infinie à laquelle correspond une 
direction de cordes principales , parallèle à l'axe des x. 

En effet on tire des relations précédentes 



( P ) ces X 

n \ s/ 



COS ^ COS V 



(-7) 



Wi /w,, 1 \ COS X COS V 

COS IX H 



Ce rapport se réduit à zéro pour P = et 5 = 00 , il faut 
donc que Ton ait n = ou m = 00 , mais on ne saurait avoir 
n = , m restant fini , car l'équation 

— mcoB fjt, — w COS X + P"« —1=0 

ne pourrait être satisfaite, puisque P" n'est pas nul, il faut donc 
que m soit infini. D'après cela les équations qui déterminent 
la direction des cordes principales, 

X n 

Z = — y = — X, 

mm 

donnent z = , 1/ = , c'est-à-dire l'axe des x. 
Quant au plan diamétral conjugué , son équation 

mPx + nV'y -4- P'z — Qm = 

devient en divisant par m et faisant P = et m = 00, 

Q = 0, 
» 
équation impossible , le plan diamétral conjugué de ce système 
de cordes principales est rejeté à l'infini. 

Coupons la surface par un plan perpendiculaire à ces cordes, 
la section sera une courbe à centre et si par les axes de cette 
section on mène deux plans diamétraux, il est évident que 
chacun d'eux divisera en parties égales les cordes qui lui sont 
perpendiculaires. Ces deux plans seront donc principaux. Il 
résulte de là que dans le cas ou P = 0, les racines de l'équation 
en s sont encore réelles. 
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Si Ton mène le plan tangent à Fextréniité du diamètre, suivant 
lequel se coupent ces plans principaux y on aura un systèn^ 
de trois plans rectangulaires qu'on pourra prendre pour plans 
coordonnés et d'après ce qui a été dit plus haut , l'équation de 
la surface sera 

P P 
p et p' étant les paramètres des paraboles principales. 
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CHAPITRE V. 
fimS DES PROPRIÉTÉS DES SURFACES DU SECOND ORDRE. 



I. 

Ellipsoïde. 

42. L'équation de rellipsoïde rapportée à ses axes est 

On peut répéter ce que nous avons dit § 8 , pour se rendre 
compte de la forme déjà connue de la surface. Cette nouvelle 
équation ne se distingue de la première que par la significa- 
tion de a, 6 , c, qui sont ici les demi-axes de l'ellipsoïde et noif 
un Système de demi-diamètres conjugués obliques. 

On voit que la surface est engendrée par une ellipse sem- 
blable et parallèle à l'uoe des sections principales et dont les 
sommets s'appuient sur les deux autres. 

Si a = b , l'ellipsoïde est de révolution autour de Oz; en 
effet, toutes les sections parallèles au plan des ay sont des 
cercles ayant leur centre sur Oz , tous les plans conduits par 
Oz coupent donc la surface suivant des ellipses égales et elle 
peut être considérée comme engendrée par la révolution de 
l'une de ces ellipses autour de Oz. 

43. Sections planes de rellipsoïde. Pour étudier les sections 
planes des surfaces du second degré, établissons d'abord le 
lemme suivant : 

Une courbe du second degré et sa projection cylindrique sont 
de même espèce. 

En effet , un cylindre dont la directrice est une courbe du 
second ordre, est lui-même du second ordre et ses sections 
planes sont toutes des courbes du même degré et évidemment 
de même espèce. 
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44. ToiiU section plane, faite dans un ellipsoïde, es< une 
ellipse. 

En effet , Téquation du plan sécant 

z z=: mx -^ ny -\- hj 
combinée avec celle de l'ellipsoïde, donne par l'élimination de z 

équation dans laquelle la condition B* — 4AC < est toujours 
vérifiée. 

45. Les sections faites par des plans parallèles sont sem- 
blables. 

Ce théorème qui ressort de l'équation précédente peut aussi 
s'établir comme il suit : Rapportons la surface à trois plans 
diamétraux conjugués dont l'un est parallèle au plan sécant. 
iD'après ce qui a été dit § 9 , toutes les sections parallèles à ce 
plan sont semblables. De plus : 

Le lieu des centres des sections parallèles est le diamètre 
conjugué du plan diamétral parallèk au plan sécant. 

46. Sections circulaires de l'ellipsoïde. 

Nous avons vu que la section d'un ellipsoïde par un plan 
est une ellipse. Il est aisé de trouver une direction du plan 
sécant, telle que tout pîah parallèle coupe la surface snïrvaiit 
un cercle. 

Soient en effet, OA, OB, OC les trois demi-axes de l'ellipsoïde , 
rangés par ordre de grandeur décroissante, décrivons dans le 
plan du plus grand et du plus petit axe , un cercle dont le 
rayon soit égal au demi-axe moyen. 

Ce cercle coupera l'ellipse (a, c) en quatre points diamétra- 
lement opposés deux à deux. Soit M l'un de ces points ; le plan 
conduit par OM et OB déterminera une ellipse dont les axes 
sont égaux, et qui, par conséquent, est un cercle. Le plan 
symétrique par rapport au plan de l'ellipse {c, b) donnera de 
même un cercle. 

On peut déterminer, d'après cela, l'angle, que fait le plan 
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sécaut avec le plan des xy par exemple , on , ce qui revient au 
même, l'angle de OM avec OX. En effet, 



OW = 6« = ;8« -h a?» = ;«* + -^ (c« — «*), 

c 



d'où 

d'ailleurs 
donc 



;«*=C« 



' — fl' 



c — fl* 

z^ = ÔM« sin *fl; 



sin'O = TT 



a*— ^* 



6* a» — c*. 
et les plans des sections circulaires ont pour équation 

Nous allons voir maintenant qu'il n'existe pas d'antres plan% 
qui coupent la surface suivant des cercles. 

Pour cela , soient, l'angle d'un plan mené par l'origine avec 
le plan a?Oy, 9 l'angle de sa trace sur a% avec l'axe des x; on 
aura l'équation de la section en substituant dans l'équation 

les valeurs de x, y, z données par les formules connues : 





X = x' cos ç 


> — y* cos 9 sm ^, 


y = ic' sin ^ + if cos 9 cos ^, 


« = y* sin 9. 


n vient, en supprimant les accents , 


lcos«^ 


iiî*-|— ,sin*^cos*9 
ar 


y* — r sin ^ cos ^ cos 9 


+ -sin«(p 


1 

+r;C0S*(PC0S*9 

+-sin*fl 


2 
+ r;Sin^cos^cos9 



ajy— H = 0. 



Soient 



a > h > c. 
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Pour que la section soit un cercle, il feut que Ton ait 

sin ^ cos ^ cos 9 = 
avec 

cos* p sin* 9 !.. .* 1 . .^ 1... 

r-^ H rr-^ = - SIH* ^ COS* ô + - COS* ^ COS* ô + -r Slll* ô 

a* ft* a* ft* c* 

Si, pour satisfaire à la première condition, on pose 
COS = , la seconde donne 

fr* fl* — c* 

sin* ^ = — . - — - 
c* a* — 6* 

quantité plus grande que 1 ; donc on ne peut prendre cos 0=0. 
Si on pose sin 9 = 0, il vient 

C» fl* — fr* 
sin* ô = — . -T — t: 



quantité n^ative; on ne peut donc pas prendre sin 9 = 0. 
Posons enfin 

COS (p = 0, 
il vient 

C* û*— ft* 

sin* Ô == r» • "1 ; 

6* fl* — c* 

quantité positive et plus petite que 1. Cette valeur détermine 
précisément la direction trouvée précédemment. 

Plan tangent. 
47. Plan tangent en un point de l'ellipsoïde. 
L'équation du plan tangent en un point x', y', z', est 

(^ -^') ^ +(y~ y') Ç ^(^~^') j -^0 

ou, en réduisant, 

a* ft* c* 

Plan tangent parallèle à un plan donné. 
Soit 

z = nix + ny 
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l'équation du plan donné; celle du plan tangent au point 



a?', y\ i est 

^^' . ^ . ^^' __ 1. 

pour que ces deux plans soient parallèles , on doit avoir 

c*^' c'y' 

aH^ ~~ ' hH^ "" 

Ces deux conditions jointes à l'équation 

a" b^ c» 

déterminent x\ y\ z\ et en portant ces valeurs dans l'équation 
du plan tangent, elle prend la forme 



z = mx -{- ny ± \/ a^m} -4- b^nr -h c* 
Plan tangent par une droite donnée. 



Soit 



{x = rz -h h 
\y z= 8Z -j- l 



la droite donnée. 

On exprimera que cette droite est situé dans le planj[*epré- 
senté par l'équation ci-dessus, ce qui conduira à deux relations 
propres à déterminer m et n. 

48. Le parallélipipède construit sur trois demi-diamètres 
conjugués est équivalent au parallélipipède construit sur les 
trois demi-axes. 

En effet, considérons les deux systèmes de diamètres con- 
jugués (a, b, c), {a\ b', c'); soit 8 le diamètre d'intersection 
des plans {a, b), {a', b'); les deux diamètres c et c' sont dans le 
plan diamétral conjugué de 5 ; soient d le diamètre conjugué 
de 8 dans le plan (a, b) , et d' le diamètre conjugué de 8 dans 
le plan (a\ b'); d et c, d' et c' sont conjugués, et ces quatre 
diamètres sont dans le même plan diamétral conjugué de 8. — 
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D'après cela, on voit que le parallélipipède (a, 6, c) est équi- 
valent à (8, d, c); ce dernier est équivalent à (8, c', d'), qui 
lui-même est équivalent à (a! , b\ c').(fig. H.) 

(Nous désignons ici les parallélipipèdes par leurs arêtes 
contiguës.) 

49. La somme des carrés de trois demi-diamètres conjugués 
est égale à la somms des carrés des demi-axes. 

En effet, on a 

rf« 4- cT* = fl« -h fr», 
fl'« -f- V* = (f« -+- cT», 
d'' -f- c'« = d* -h c\ 

et , ajoutant membre à membre , 

a'* 4- b'^ -f- &K = a» 4- 6' 4- c^ 

50. La somme des carrés des projections de trois diamètres 
conjugués sur une droite quelconque est égale à la somme des 
carrés des projections des axes sur cette droite. 

Nous nous appuierons, pour démontrer cette propriété sur 
ce que la somme des carrés des projections de deux diamètres 
conjugués d'une ellipse sur une droite située dans son plan est 
égale à la somme des carrés des projections des axes. Il est 
facile d'étendre ce théorème au cas où la droite n'est pas dans 
le plan de la courbe. En effet, soient D la droite donnée, D' sa 
projection sur le plan de l'ellipse; a' et 6' deux diamètres con- 
jugués; projetons a' et b' sur D', et projetons de nouveau sur 
D; ces dernières projections ne sont autre chose que celles de 
a' et b' sur D. Or la somme des carrés des projections de a' et 
b' sur D' est constante ; donc la somme des carrés des pro- 
jections sur D est aussi constante, puisque le rapport de ces 
deux sommes est égal au carré du cosinus de l'angle de D avec D'. 

Cela posé, désignons, pour abréger, par S^ {a, b, c) la 
somme des carrés des projections de trois demi-diamètres sur 
la droite D. En se reportant à la figure , on voit que 

S, (a, b,c) = S, {d,S',e), 
s, (d\t^,c') = S,(a\b\c'). 
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La somme des carrés des inverses des aires de irais secUom 
rectangulaires est égale à la somme des carrés des inverses 
des aires des sections principales. 

55. Le lieu des sommets d'un angle trièdre trirectcmgle 
circonscrit à un ellipsoïde est une sphère. 

Soit donné l'ellipsoïde 

^ + ?(L + îl = i. 

fl» ^ ft» c« 
L'équation du plan tangent peut s'écrire 



:0. 



z =z mx -^ ny -\- [/a^m^ -f- h^n^ -h c*, 

ou 

m* (a;* — - a*) H- n* (y* — b^) -+- ;s* — c* -h ^mnxy — ^mxz) 

— ^nyz \ 

Dans cette équation , m et n désignent les rapports 

COSdt COSjS 
cosy COSy 

a, p, Y étant les angles du plan tangent avec les plans ooor^ 
donnés, ou, ce qui est la même chose, les angle$d'una normale 
à ce plan avec les axes; si on substitue ces rapports dans 
l'équation précédente, elle devient 

(a;* — a') cos* fltH- (y* —&*) cos*i8 + (;s*— c') 008*9. +2cos a cos i8 iry j 

H- 2cosacos>aî;s -h 2cos)8cos>.y;5 )"" 

Concevons deux autres plans dont les normales font les 
angles a', p', y'; a", p", y" avec les axes; les équations de 
ces plans pourront s'écrire sous la forme précédente. 

Ajoutons les trois équations , et remarquons qu'en vertu des 
relations connues, qui lient les cosinus des angles de trois 
droites rectangulaires avec un autre système de trois droites 
rectangulaires , on a 

cos ae cos i8 -f cos flfc' cos -h cos cfc" cos jô" = 0, etc. 
cos^ fit -H cos* a' + cos* flfc" = 1. etc. 
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53. Longueur d'un diamètre qui fait avec les axes des 
angles a, p, y. 
Les équations de ce diamètre sont 



cos ce COSjg cos>. 

Désignons par 8 la valeur commune de ces rapports; 5 sera 
précisément la longueur du demi-diamètre , et on peut écrire : 



er = 



d'où 



^ t t 

abc 



cos ce 



cos fà cos y I /cos' et COS* j3 COS*; 



1 __^ cos* ce COS* jS cos* y 
F ~" ""ô*" "^ ^ "^ c*~' 

54. La 5omme cfes carrer des inverses 'des trois demi- 
diamètres rectangulaires est égale à la somme des carrés des 
inverses des trois demi-axes. 

Soient, en effet ,8,8', 8" trois demi-diamètres rectangulaires ; 
*> P>TÎ *'^ PS t'/ *"> P"> y'S lôs angles de chacun de ces 
diamètres avec Ox , Oy et Oz. 

On a» 



1 cos' « , cos' j3 
^ ~ a* ' 6' 


cos' 5, 


1 cos* «' cos' )8' 
J" ~ a' ' ft' 


cos' y 

"^ c» 


1 cos'*" cos'i8" 


cos'}." 
"*" c' 


l'où, en ajoutant, 





JV> + JVt + JNffl — ^S "+■ ^1 + ^t 

Nous proposerons comme exercice la démonstration du 
théorème suivant : 
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et le lieu des centres de ces sections est le diamètre cenfu^fué 
du plan diamétral parallèle au plan sécant. 
58. Cône asymptote. Considérons le cône ayant pour équation 

^-f- 1.-^ = 
a' b' c' 

Soient Z ei z les ordonnées de Thyperboloïde et du cône 
pour un système de valeurs de ic et de j/, on a 



;5« = C* ou Z --i ;« = 



Z + ;«, 



d'où l'on voit que la différence entre les ordonnées des deux 
surfaces tend vers zéro, quand z croit. Pour cette raison la 
cône s'appelle cône asymptote de l'hyperboloïde. 

Si l'on coupe les deux surfaces par un plan, les projecfJii(»p$ 
des sections sont des courbes semblables et concentriques, hio^} 

59. Les sections planes de l'hyperboloïde et du cône asymp^ 
sont des courbes semblables, concentriques et semhlablemff^ 
placées. .i-.nt.- 

Il résulte de là un moyen facile de reconnaître la naturajde 
la section faite dans l'hyperboloïde par un plan» ii suffîni^'W 
effet 9 de savoir la nature de la section faite dans le cône. ,,f 

Or, il est aisé de s'assurer que la section du cône par un 
plan est une eUipse , si le plan mené par l'origine parallèlement 
au plan sécant ne coupe pas la surface , que cette section est 
une parabole si ce plan est tangent au cône , et une hyperbole 
si ce plan rencontre le cône suivant deux génératrices. Les 
mêmes caractères feront donc connaître la nature de la section 
faite dans l'hyperboloïde. 

60. Le cône asymptote est le lieu des asymptotes à toutes les 
sections hyperboliques faites dans la surface par des plans 
menés par le centre. 

En effet, les asymptotes de ces sections sont données par 

^ =i mx -{- ny 
avec 



-(^-$h^(^-$) 



— -- — — u , 
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équation identiques avec celles qu'on obtiendi^t en coupant 
par le plan 

z = mœ -i- ny 
le cône représenté par 

X' y^ ;5« _ 

^ "^ F ""?■"■ ^• 

61. Sections circulaires. 

Une construction analogue à celle que nous avons employée 
pour Tellipsoïde nous donnera les sections circulaires. 

En effet , soit a > b ; décrivons dans le plan des zy et de 
Torigine comme centre, un cercle de rayon a; ce cercle coupera 
rhyperbole principale située dans ce plan en quatre points 
diamétralement opposés deux à deux. Soit M l'un de ces points; 
le plan passant par l'axe a et par OM coupera la surface suivant 
un cercle et il en sera de même de tout plan parallèle; cette 
construction donne deux directions de sections circulaires 
symétriquement placées par rapport au plan zOy. 

• Un <5alcul tout semblable à celui qui a été fait pour l'ellipsoïde 
nfontre qu'il n'existe que ces deux directions. 

62. Génératrices rectilignes de l'hyperboloide à une nappe. 
LMquation de l'hyperboloide à une nappe peut s'écrire 



/iS 






ou 



Considérons les équations 

[0 c X \ a j \p c fjL\ a / 

Nous pourrons regarder l'équation de Thyperboloïde comme 
résultant de l'élimination de X entre les équations (X) ou de pi 
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entre les équations (pi). Chacune des équations (X) représente 
un plan , prises simultanément elles représentent une droite ; 
Thyperboloïde peut donc être considéré comme le lieu des 
intersections des plans (X), ou encore comme le lieu des inter- 
sections des plans (pi). Ainsi les équations (X) et les équations 
(|ji) représentent deux systèmes de droites situées sur ITiyper- 
boloïde. Ces droites se nomment gmératrices rectilignes de 
Thyperboloïde. 

Remarque. L'équation générale de l'hyperboloïde pouvant 
toujours être mise sous la forme « 

X« + Y* — Z^ = HS 

ce qui peut s'écrire 

Y» — Z» = H* — X»; 

les deux systèmes de génératrices rectilignes sont donnés par 
les équations 

Y + Z = A(H + X) Y + Z=/x(H — X) 

Y — Z = i ^H — X) ^' Y — Z = i H + X). 

En faisant H = dans les équations précédentes , on aura 
l'équation du cône asymptote et celles de ses génératrices. 

Si la surface est rapportée à son centre X, Y, Z ne con- 
tiennent pas de termes constants et l'on voit que l'équation du 
cône asymptote s'obtient en égalant à l'ensemble des termes 
du second degré. 

Exemple, Soit l'équation 

OU 

(« — y — «)* — (2ir -h 2/)* -h aï* = 1; 
on trouve pour les équations des génératrices 

3a; — ;S = X (1 — oS) Zx — ;5 = /x (1 -h iC) 

i et i 

x-^^y-\-%=L (S+x) x-h2y-j-^=z (i—x) 
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et pour celle du cône asymptote 

«* — 2^* — Qxy — 2xi H- 2y^ = 0. 

63. Dettx droites de systèmes différent ts sont toujours dans 
un même plan. 

Si, en effet, on élimine y eiz entre les équations (X) et (pi), 
ce qui se fait en les retranchant deux à deux, on obtient deux 
équations qui donnent pour x la même valeur. Donc les droites 
du système (a) coupent celles du système (pi.) 

Deux droites de même système ne sont pas siUiées dans le 
même plan. 

Car si nous éliminons y et z entre les équations (X) et (X') 
d'un même système nous obtenons une équation impossible. 

Par tout point de Vhyperboloîde passe une droite de chaque 
Systems. 

Car soient (x', y', z') les coordonnées du point donné, 
substituons à la place de x, y, z ces valeurs dans les équations 
(X) et (\l) , nous en tirons pour X et jx un système unique de 
valeurs , eu égard à la relation 

f!!-^ ïl- f!l, i 
a* b' c^ 

Je dis que Ton ne peut mener par le point donné d'autres 
droites situées sur la surface. Car supposons qu'on en puisse 
mener une troisième. Si ces trois droites sont dans un même 
plan, prenons ce plan pour plan des xy; en faisant 2 = dans 
l'équation de la surlace , on aura une équation du deuxième 
degré en z, qui ne peut représenter trois droites. 

Si elles ne sont pas dans un même plan, prenons -les pour 
axes coordonnés et écrivons que ces trois droites sont sur la 
surface, son équation devra être 

Bxy -f B'xz H- B"y^ = 0; 

ce qui représente un cône dont le sommet est à l'origine. 

Le théorème est donc démontré. 

4 
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Corollaire. Le plan tangent en un point de Vhypei'boloïde 
est déterminé par les denx gàiératriees qni passent en ce point. 

64. Les projections des génératrices sont tangentes ^anx 
sections principales. 

En effet , le plan tangent au point donné x\ y\ z\ a pour 
équation 

xx^ yij z^ . 

Sa trace sur le plan des xy, par exemple, est 
xx' yy' 

équation de la corde de contact des deux tangentes àTellipse de 
gorge issues du point x'y', projection du point de la surface. 
Donc les droites menées de ce point aux extrémités de la corde 
de contact se projettent suivant ces tangentes. 

65. Si par le centre de Vhyperholoïde on mène des parallèles 
à toutes les droites qu'on peut tracer sur cette surface, ces 
droites sont situées sur le cône asymptote. 

Les équations d'une parallèle menée par le centre, à une 
droite (X) sont en effet 
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équation du cône asymptote. 

Corollaire. Trois droites situées sur Vhyperholoïde ne sont 
jamais parallèles à un même plan, car si cela était, trois 
génératrices du cône seraient dans un même plan , ce qui est 
impossible. 

66. Uhyperholofde à une nappe peut être considéré comme 
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engendré par le mouvement d'une droite qui glisse sur trois 
autres non parallèles à un même plan. 

Car soient trois droites L, L', L" du système (X), une droite 
M , qui les rencontre toutes trois sera dans ses diverses positions 
une génératrice du système (pi). 

Réciproquement : 

La surface engendrée par une droite qui s* appuie sur trois 
autres non parallèles à un même plan^ est un hyperboloïde à 
une nappe. 

En effet , menons par chacune des droites données un plan 
parallèle à celui des deux autres, nous formerons ainôi un 
parallélipipède , dont trois arêtes opposées seront les droites 
données. Prenons pour axes des parallèles aux arêtes munis par 
le centre du parallélipide; 

Les équations des trois directrices seront 



\y = b 
Soit une droite 


ix = — a 

\Z' = c, 

{x = mz-\'P 
\y = nz -h^. 





exprimons que la génératrice rencontre les trois directrices , 
nous aurons les conditions 

a — p — h — q 

b=z — ne -i- g, — a = mc-\-p, = 

m n 

Éliminons m,n,p , q entre les cinq dernières équations; les 
quatre premières donnent 

(ic H- û) = m (;5 — c) 
n (z -\- c) = y — b. 

L'équation de la troisième projection de la génératrice 
rapprochée de la dernière condition donne 

tJ^ (y + b) = n(x — a). 

Multiplions membre à membre les trois dernières équations, 
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m et n seront éliminés , et il vient 

{X -i - a) {y -+- b) (;5 -{-c) = {x- - a) (y ~ b) (z — c) 

et en réduisant 

ay^ + bxz -f- cxy -\- abc = 0, 

ce que Ton peut écrire 

(ay -h bx) {az -f- ex) — bcx'^ = ~ a}bc, 

équation d'un hyperboloïde à une nappe. 

67. Interprétation géométrique des équations (X) et (pi); 
nouvelle génération de Vhyperboloïde. 

L'interprétation géométrique des équations (X) et (pi) nous 
conduit encore à un mode de génération remarquable de 
rhyperboloïde. 

En effet, les équations 

b c \ a/ 

l^.± = 1 (i -^) 
b c X \ a) 

représentent deux plans, passant, le premier par la droite 

f- + - = 0, x-^ a = 0, 
b c 

le second, par la droite 

^ — - = 0, X — a^Q. 
b c 

Ces droites sont des parallèles aux asymptotes de l'hyperbole 
principale située dans le plan des zy, et menées par les sommets 
de l'ellipse de gorge situés sur l'axe des x. 

Les traces de ces plans sur le plan des (cy ont pour équation 



= 


bx 

— X 

a 


-h bx 


= - 


b 
ax 
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le produit des coefficients angulaires de ces deux droites étant 
égal à 

a^ 

ces deux droites qui passent d'ailleurs par deux sommets 
opposés de FelUpse de gorge sont des cordes supplémentaires. 

Donc rhyperooloïde est le lieu des intersections de deux 
plans, passant par les deux droites fixes définies plus haut et 
dont les traces sur le plan de l'ellipse de gorge forment un 
système de cordes supplémentaires. 

11 est clair que les équations (pi) donnent lieu à nfie inter- 
prétation toute semblable. Elles représentent deux plans passant 
par deux droites symétriques des précédentes , par rapport au 
plan zx et dont les traces sur a^y sont assujetties aux mêmes 
conditions. 

III. 

Hyperboloîde à deux nappes. 
68. L'équation de cette surface est 

iEl 4_ ?^ _ £ 3^ _ i 

EUe admet un mode de génération analogue à celui qui a 
été décrit § 13. 

Si a = h, l'hyperboloïde est de révolution. 

Sections planes de Vhyperboloïde à deux nappes, — Cône 
asymptote. 

On peut répéter ici ce que nous avons dit sur les sections 
planes de l'hyperboloïde à une nappe, sur l'existence du cône 
asymptote et la similitude des sections du cône et de la surface; 
donc les directions des sections circulaires de l'hyperboloïde à 
deux nappes sont les mêmes que celles de l'hyperboloïde à 
une nappe qui lui est conjugué. 

L'hyperboloïde à deux nappes n'admet pas de génératrices 
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rectilignes, qui sont conséquemment dans les surfaces à centre 
une propriété caractéristique de Fhyperboloïde à une nappe et 
du cône. 

Remarque, On reconnaîtra sans peine que le parallélipipède 
construit sur trois diamètres conjugués est équivalent au paral- 
lélipipède construit sur les axes et que les théorèmes démontrés 
sur les diamètres conjugués de Tellipsoïde sojpt encore vrais 
pour les hyperboloïdes , pourvu qu'on affecte du signe — les 
carrés des diamètres imaginaires. 

IV. 

Paraboloîde elliptique. 
69. L'équation du paraboloîde elliptique est (§ 41.) 

P V 

D'après ce qui a été dit (S 17), on voit que la surface est 
engendrée par le mouvement de l'une des paraboles princi- 
pales , se mouvant parallèlement à elle-même , tandis que son 
sommet s'appuie sur l'autre, l'axe de la parabole mobile restant 
constamment parallèle à l'axe de la parabole fixe et dirigé dans 
le même sens. 

Si p = p' le paraboloîde est de révolution. 

Sections planes du paraboloîde elliptique. 

Coupons la surface par un plan qui rencontre l'axe 

X = mz -{- ny -{- k; 
la section projetée sur le plan des yz est 

^ + J — 2 (m;5 -}- ny-hk) = 0; 

équation d'une ellipse. 

De plus : Les sections faites par des plans parallèles sont 
semblables, et le lieu de leurs centres est le diamètre qui 
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passe par le point de contact du plan parallèle au plan 
sécant. 

Si le plan sécant est parallèle àox, la section est une parabole. 

70. On peut considérer le paraboloïde elliptique comme un 
ellipsoïde indéfiniment allongé. 

En effet , supposons que 2a soit le plus grand des axes , si 
on prend pour ^origine des coordonnés Textrémité gauche de 
cet axe , l'équation de Tellipsoïde sera : 

X^ If 4' _ ^x 

fl^ ' "^ "^ 7* "" T' 

les foyers des deux sections principales qui se coupent suivant 
Qx, sont sur celte droite. Supposons que les foyers voisins de 
l'origine restent fixes et que le sommet opposé s'éloigne à 
l'infini, la surface defviendra un paraboloïde elliptique. Car les 
foyers étant fixes on a les conditions 

\ \ 

a — S/a' ^ b* = ^p a — \Xa' ^ c* = ~ p\ 

d'où 

b^ = pa — !j- c' = p'a — V 

4 4 



et par suite 

X* t/' Z' 



1- 



1= ix 



a ' _Pl ,__P^ 

^ Aa ^ Aa 

faisons croître a indéfiniment , il vient : 

P V 

Sections circulaires, 

'71. Les sections circulaires du paraboloïde elliptique se 
déduisent facilement de cette considération. 

Nous avons vu , en effet, que les directions de ces sections 
dans l'ellipsoïde étaient données par les relations 

sin' 9 = T- 



b' a' — c\ 
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expression qui, eu égard aux relations précédentes, devient 



sin« fl = 



(»-9(-IJ 



p 



et en passant à la limite 

sin 6 = =i= l/^ 

V p 

V. 

Paraboloîde hyperbolique. 

72. En changeant p' en — p' dans l'équation précédente , 
on a celle du paraboloîde hyperbolique: 

^-^ = ^. 

P P 

Cette surface admet la même génération que le paraboloîde 
elliptique; toute la différence consiste en ce que Taxe de la 
parabole génératrice est dirigé en sens contraire de celui de la 
parabole fixe. 

Sections planes du paraboloîde hyperbolique. 

Le calcul fait plus haut montre que : 

Toute section du paraboloîde hyperbolique par un plan 
rencontrant l'axe est une hyperbole. Les asymptotes de ces 
hyperboles sont toutes situées dans les deux plans 



=*i/'v 



P' 

Les sections faites par des plans parallèles sont des courbes 
semblables; et le lieu de leurs centres est un diamètre. 

Si le plan sécant est parallèle à oa?, la section est une para- 
bole ou une droite. D'ailleurs la surface ne peut être de révolu- 
tion et n'admet pas de sections circulaires. 
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Génératrices rectilignes du paraboloïde hyperbolique. 
73. L'équation du paraboloïde hyperbolique peut s'écrire : 

d'où il résulte, par des considérations semblables à celles 
qu'on a développées plus haut, que les deux systèmes de 
droites : 






== — a; f— ^ H = = —^ 



sont situées sur la surface; ces droites se nomment les géné^ 
ratrices rectilignes du paraboloïde. 

On reconnaîtra comme on l'a fait pour l'yperboloïde que : 

Deux droites d'un marne système ne se rencontrent pas, et 
que : 

Deux droites de systèmes différents sont toujours dans un 
même plan, 

J)eux droites d'un même système sont parallèles à un même 
plan. 

On voit, en effet, que les droites du système (X) sont toutes 
parallèles au plan 



=-'(/s. 



F 
et que les droites du système ([x) sont toutes parallèles au plan 

y p<- 

Ces deux plans , symétriques par rapport au plan lOx , 
s'appellent plans directeurs. 

74. Remarque. L'équation de la surface étant de la forme 

Y' — Z' = X; 
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les équations des génératrices rectilignes sont 



Y + Z = aX 

--1 



Y — Z = juX. 



Les génératrices du premier système sont parallèles au plan 

Y — Z = 0, 

et celles du second , au plan 

Y -+- Z = 0. 

Ces deux équations font connaître les plans directeurs. 
Dans le cas où l'équation est de la forme 

YZ = X 

les génératrices sont données par les équations 



Y= A 

z = ix 

A 



Y = ^X 

z = i 



et les équations 

Y = Z = 

représentent les plans directeurs. 

La forme de l'équation du paraboloïde hyperbolique fait 
voir que l'ensemble des termes du second degré est déconi- 
posable en deux facteurs du premier degré en x, y, %, Les 
termes constants qui peuvent entrer dans Y et dans Z ne 
changent rien à cette conclusion. 

Exemple. Soit l'équation 

;$* — '6x^ — 6xy — 2x:& + 2y:& — 2d? — 1 =^ 0. 

Elle s'écrit 

(x — y — «)= — (2x -r yy = 2aî -f i, 
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d'où l'on a, pour les généralrices : 

Sx — 5 = A 

i 

iP -h 2y -h ;5 = (2a? -r 1) 

A 

et , pour les plans directeurs : 

3x~ z = x-r^2y-r- z = 0. 

75. On verrait comme pour l'hyperboloïde à une nappe que: 
Par tout point de la surface passe une droite de chaquii 

système , et qu'il ne peut en passer d'autres. 

Corollaire. Le plan tangent en un point du paraboloide 
hyperbolique renferme les deux droites que ton peut mener par 
ce point sur la surface ; et les projections des droites situées 
sur la surface sont tangentes aux sections principales. 

76. Le paraboloide hyperbolique peut être considéré comme 
engendré par le mouvement d'une droite qui glisse sur trois 
autres , parallèles à un même plan. 

Car ces trois droites données appartenant au même système, 
on peut toujours en mener une autre de système différent, 
qui les rencontre toutes trois, et dans ses diverses positions 
engendre la surface. 

La surface peut aussi être engendrée par une droite qui 
s'appuie sur deux autres, en restant parallèle à un même 
plan. 

Réciproquement : 

77. Lorsqu'une droite glisse sur trois droites fixes parallèles 
à un même plan, elle engendre un paraboloide hyperbolique. 

En effet, prenons pour axe des z une position particulière 
de la génératrice, pour plans des zx et des zj/ des plans passant 
par cette génératrice et deux des directrices; enfin, pour plan 
des xy un plan passant par l'une des directrices et parallèle à 
chacune des deux autres. 

Les trois directrices sont données par les équations: 

5 = U = iy = mx 

y — 0, \z = c, U = C. 
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Une génératrice, devant rencontrer les deux premières direc- 
trices aura pour équations : 

z = ax-h c, z = by. 

On exprime qu'elle rencontre la troisième directrice par 
la condition : 

ad =z mb{d — c). 
Éliminant a et b, il vient 

dyz + m(c — c') xz — cdy = 0, 

équation d'un paraboloïde hyperbolique. 

Si une droite glisse sur deux droites fixes m restant 
parallèle à un plan donné, elle engendre un paraboloïde 
hyperbolique. 

Prenons Tune des directrices pour axe des 2, pour axe des y 
une position particulière de la génératrice , pour plan des xy 
un plan parallèle au plan directeur, et .pour plan des xz un 
plan parallèle aux directrices. 

Les directrices ont pour équations : 

y = b, \y = 0, 

celles de la génératrice, sont : 

z = h y = ax. 

Pour qu'elle rencontre la V^ directrice il faut que 

i — L 
m ~" a. 

Éliminant a eih on obtient 

yz zy = mbXy 

équation d'un paraboloïde hyperbolique. 

78. L'interprétation géométrique des équations (X) ou (fi.) 
donne lieu à une remarque analogue à celle qui a été faite 
S 67 , et conduit à une génération du paraboloïde qu'on se 
représentera sans peine. 



6i - 

On peut considérer le paraboloïde hyperbolique comme le 
lieu des points à égale distance de deux droites. 

En effet , prenons pour axe des y la plus courte distance 
des deux droites , et pour origine des coordonnées le milieu 
de cette distance. Menons par l'origine des parallèles aux deux 
droites; prenons la bissectrice de leur angle pour axe des z, et 
pour axe des x une perpendiculaire aux deux autres axes. 

Les équations des deux droites seront 

= b iy = ~ b 

X = az, \x = — az. 

Exprimant des distances d'un point x, y, z k ces deux 
droites sont égales ; il vient pour l'équation du lieu : 

(s-azy {x + azy 

o« + l ^^» "' a» -1-1 ^^«^"f 

ce qui se réduit à 

asx -+- (a* + 1) by= 0. 
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CHAPITRE VI. 



DES CONDITIONS NÉCESSAIRES POUR DÉTERMINER UNE SURFACE DU 
SECOND ORDRE D ESPÈCE DONNÉE. 

CONDITIONS POUR QUE LA SURFACE SOIT DE REVOLUTION. 



I. 



79. L'équalion générale des surfaces du second ordre est 

A;^^ + A'2/'- + kJ'x"- -h mxy + 2B'iP;5 -h 2B"y;5 + 2G«) _ 

+ 2C'2^-f-2C"aî + Fl"" • 

Cette équation renferme neuf indéterminées; il faut donc , en 
général , neuf conditions pour déterminer la surface. C'est ce 
qui a lieu, en effet, pour les elbpsoïdes et les hyperboloïdes; 
mais, pour toutes les autres surfaces, le nombre des conditions 
est moindre , parce qu'il existe alors entre les coefficients des 
relations nécessaires pour que la surface soit d'espèce donnée. 

Nous allons passer en revue les différentes surfaces pour 
la détermination desquelles il faut moins de neuf conditions. 

Cônes, 

Si l'on rapporte le cône à son centre, son équation ne doit 
pas renfermer de terme indépendant des variables, ce qui 
donne une condition: de sorte qu'il n'en faut plus que huit 
pour déterminer la surface. 

Cylindres elliptiques ou hyperboliques. 

Ces cylindres ont une infinité de centres en ligne droite ; il 
faut donc que l'une des équations du centre soit une conséquence 
des deux autres , ce qui donne deux conditions , de sorte qu'il 
n'en faut plus que sept. 

Paraboloîdes. 

Dans les paraboloîdes, l'une des équations du centre est 
incompatible avec le système des deux autres , d'où résulte une 
condition : il n'en faut donc que huit. 
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Cylindre paraboliqtœ. 

Les sections faites dans cette surface par les trois plans coor- 
donnés sont toujours du genre parabole , ce qui est exprimé 
par trois conditions; et il n'en reste plus que six. 

IL 

Surfaces de révolution. 

80. Reprenons l'équation générale des surfaces du second 
degré , les coordonnées étant rectangulaires. 

Si la surface est de révolution et qu'on la coupe par une 
sphère dont le centre soit sur l'axe , l'intersection devra se 
composer de deux cercles , dont les plans seront perpendicu- 
laires à l'axe, et, par conséquent, parallèles. D'après cela, 
soient x^,y^, z^, les coordonnées du centre de la sphère ; son 
équation sera 

^* H- y^ + X^~- 2;S;ç, — 2yy, — ^XX, + X,'' -H y,*) 



Multiplions par une indéterminée X ; l'équation 

{k—x)z^+{M—x)y^+{k!^—x)x''-^-^Bxy^Wxz\ 
(s) +m''y^-h^(C-{.xz>,)z-^2{C-hxy,)y-{-2{G'-}-Xx,)x = 
-^F~x{x,'-hy,' + z,'~K^)) 

sera celle d'une surface passant par l'intersection des deux 
premières. Si la surface donnée est de révolution, et si le 
centre de la sphère est sur l'axe, l'équation (s) devra représenter 
deux plans parallèles. 

Cherchons les relations qui doivent exister entre les coeffi- 
cients des variables pour que cette condition soit remplie. 

L'équation de deux plans parallèles est de la forme 

(niz -{- ny -{- px -\- iy — r* = 0. 

Écrivons que l'équation (s) peut être mise sous cette forme ; 
il suffit, pour cela', que l'on ait 

A— A^A'—A _A''— A^ B _ B^ B'^ C4-X;g, C+Ay, ^ C"H-A^, 
m* n* ~~ /)* np mpmn^ m n ~^ P é^ 

le terme constant restant d'ailleurs indéterminé. 
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Ces équations donnent : 

Ht — K !?:-?!! HL -~^ 
p""B p""B' »""B 

d'où Ton tire 



B'B" .. BB" ... BB' 

et , par suite : 



A A — n ^ ^ — "gT" ^ ^ g»r 



B'B" _ BB;' ,„ BB' < 

"B"- ^ B' 



^ î^— — A î^T- — A gy^ ^ 0; 



car ces binômes représentent la valeur de X qui ne peut être 
nul , on a aussi 

B (C + A;8,) = B' (C + xy,) = B" (C" + xx,). 

Les deux premières relations expriment que la surface est 
de révolution; les deux dernières donnent l'axe quand on y 
remplace X par sa valeur. 

8i. Si l'un des rectangles est nul, B = 0, l'inspection de 
l'équation (s) montre qu'elle ne peut être de la forme voulue 
qu'à la condition d'avoir en même temps : 

B' = A" — A = C" H- XX, = 0. 

Les équations précédentes se réduisent alors à 

A — A _ A^— A _ B^ _ C-h A;g, ___ G -h xy, 
m* n* mn m "" n 

ce qui donne la condition unique 

B"^ = (A — A") (A' — A") 
avec 

A" ; 0, 

puisque X ne peut être nul. 
^ La relation 

C" -h M'x, = 
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montre que Taxe de révolution est parallèle aux yz , sa pro- 
jection sur le plan est donné par l'équation : 

Ch-A% C'-+-A"y. 



A — A" - B" 

Si les trois rectangles sont nuls , Téquation (s) ne doit ren- 
fermer que le carré de Tune des variables, donc il faut que 
Ton ait : 

A = A' = A" G + k'% = C" + A"a?. = 0. 

Les deux dernières équations déterminent l'axe. 
Application numérique. 
Soit réquation 

^ -I- y* -H- «* — ^y — xz — y^ + iœ — 2y + 1 =0. 

Si nous nous reportons aux conditions trouvées, nous Voyons 

3 

2^ 



3 
(}u'elles sont satisfaites, et que \ = â» ^n sorte que les équa- 



tions de l'axe sont 

3;$ = — 2 -I- 3y = 4 + 3a?. 
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CHAPITRE VIL 
INTERSECTIONS DES SURFACES NI SBGONB ORDRE. 



82. Deux surfaces du second ordre se coupent , en générsd, 
suivant des courbes à double courbure dont les projedi<Mis 
sont des courbes du quatrième degré; mais il peut arriver dans 
certains cas que ces projections soient du second degré. 

Ainsi : 

Quand deux surfaces du second degré ont un plan dia- 
métral commun, la projection de leur intersection sur ce 
plan , parallèlement aux cordes conjuguées , est une courbe du 
second ordre. 

En effet, prenons pour (dan des xy le plan diamétral coopimun 
et pour axe des z une parallèle à la direction des cordes; les 
équations des deux surfaces seront : 

%" + k'y- -}- A"aî* + 2Biry + 2C'y + "^(Tx + F = , " 
A' -f-A.y-l- A/VH-2B,ajy-l-2C/y-|"2(;"^ + F, = 0. 

Si on les retranche membre à membre , z est éliminé , et 
l'équation de la projection de l'intersection sur le plan des xy 
est une courbe du second degré : 

(A' - k:)f + (A" - A/');r^ + 2(B-B.)^y + 2(C'-C/)2() 

+ 2(C" — C.")^ -I- F — F, 1 "" 

Il pourra arriver qu'une partie de cette courbe seulement 
soit la projection de l'intersection de deux surfaces. Ainsi 
l'intersection de deux ellipsoïdes peut se projeter suivant une 
portion d'hyperbole. 

Si le plan diamétral est principal , la projection orthogonale 
de l'intersection est une courbe du second degré. 

83. Les surfaces du second ordre peuvent se couper suivant 
des courbes planes. 



- 67 - 

Si rintersection se compose de deux courbes distinctes ^ et 
que Vune des courbes soit plane, la seconde est aussi plane. 

En effet, prenons le plan de l'une des sections pour plan des 
ûcy ; les équations des deux surfaces , devant donner le même 
résultat pour 2 = 0, seront: 

A;5* -+- 2^' + A' V + 2Ba?^ 4" 2B'aî5 -h Wy^ + 2C^ -i-2C'//)_ 

-h2C"aî-f- F i"~ 

A,;^' + y* 4" A' V + 'iBxtj + 2B/ir;5 + 2B,"|^« +2C,;5i_ 

+ 2C'2/+2C"aî-l- F r 

En les retranchant membre à membre , on aura l'équation 
d'une surface passant par l'intersection des deux premières , or 
cette' équation peut s'écrire : 

z [(A- A.);£ + 2(B' ~ B,')x + 2(B" - B.")y 4- 2(C - C.)] = 0. 

On voit qu'elle représente deux plans. 

84 Si un cône et un cylindre ont un plan tangent commun, 
la courbe^dHntersection est plane. 

En effet, prenons la génératrice commune pour axe des z, 
le plan tangent commun pour plan des zy, et le sommet du 
cône pour origine des coordonnées. 

L'équation du cylindre sera 

if -h Bxy 4- Cj;* + Eaî = 
et celle du cône 

y^ 4- B'xy 4- Gx^ 4- Kxz = ; 

en effet, cette dernière équation est homogène en a?, j/, z, et, 
si on coupe par un plan z = A, la section se projette en vraie 
grandeur suivant une courbe du second degré tangente à l'axe 
des t/. 
La combinaison de ces deux équations donne : 

X [(B — B')y 4- (C - G)x — K« -h E] = 0, 

c'est-à-dire deux plans , dont l'un ic = , est le plan tangent 
commun; la direction de l'autre est définie géométriquement, 
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en remarquant que des seclions parallèles à ce plan déterminent 
dans le cylindre et diàris le cône des courbes semblables. 

On verrait de même que : 

Si deux cônes sont tangents le long d'une génératrice, la 
section est une courbe plane. 

85. Si deux cylindres ont detix plans tangents communs , 
leur section est plane. 

Remarquons d'abord que ces deux plans tangents doivent 
être parallèles, ce qui exige que les cylindres soient elliptiques 
ou hyperboliques; concevons ensuite un plan qui contient les 
bases, la ligne des centres sera parallèle aux traces de& plans 
tangents sur le plan des bases. Cela posé, par cette droite 
menons un plan parallèle à la direction des génératrices ^ ce 
plan sera un plan diamétral commun , et les cordes qui lui sont 
conjuguées , seront parallèles à l'intersection des plans menés 
par chacun des diamètres de contact et les génératrices 'qui 
aboutissent à leurs extrémités. 

Prenons pour axe des z l'intersection des deux plans que 
nous venons de définir, et pour axes des x et des y les axes 
des cylindi'es. 

Leurs équations seront alors • 

z^ -h Aa;' = H z* + A,y* = H. 
Retranchant membre à membre , il vient 

ce qui démontre le théorème. 
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CHAPITRE VIII. 
GÉNÉRATION DES SURFACES. 



I. 

86. On appelle surface le lieu des positions d'une ligne, de 
forme constante ou variable, qui se meut d'après une loi 
déterminée. 

La ligne mobile se nomme gmércUrice; elle est généralement 
assiyettie à s'appuyer sur une ou plusieurs courbes fixes ^ 
nommées directrices , qui règlent son mouvement. 

Donnons d'abord une idée générale de la méthode à suivre 
pour obtenir l'équation de la surface. 
* Soirat 

J(x, y,z, a, fi,...) = 



(9) , 

V.(^» y, ^yOL,fi,...) = 

les équations d'une génératrice, a, p, y... étant des paramètres 
qui dépendent de sa position particulière. 
Soient 

\Ft{x,y,z)=zO 

les équations d'une directrice. 

Si entre les équations (g) et (d) on élimine x, y, z, on 
obtiendra une relation , 

qui exprime que la génératrice (g) s'appuie sur la directrice (d). 
Supposons que ces paramètres soient au nombre de n. Si l'on 
assujettit la génératrice à s'appuyer sur n — 1 , directrices 
di, d,, dj..., nous aurons, entre les n paramètres a, p, y.... 
les n — 1 relations 

^1 = (p, — . . . . (Pn-l = 



- 70 - 

qui déterminent n — 1 paramètres en fonctions dun*^, a 
par exemple, en sorte que les équations de la génératrice sont 

4 (^,2f, «, «) = 0, 

4t c^' y> ^f *) = 0. 

Pour chaque valeur de a, la position de la génératrice est 
déterminée ; en éliminant a entre ces deux équations , on aura 
une relation 

qui sera l'équation de la surface. 

En efiet, cette équation est une conséquence des deux 
premières ^ = 0, v|ij = 0; elle pourra remplacer Tune d'elles, 
de sorte que les deux équations vj^ = 0, 'tr = 0, déterminent 
encore une génératrice dans une position particulière; mais 
l'équation t^ = 0, étant indépendante de a, convient à toutes 
les génératrices et en représente le lieu. 

D résulte de là que , pour avoir l'équation de la surface , il 
faut éliminer les n paramètres entre les équations de la géné- 
ratrice et les n — 1 conditions Çj = , ç, == , , qui 

déterminent son mouvement. 

IL 

Surfaces cylindriques. 

87. On appelle cylindre la surface engendrée par une droite 
qui s'appuie sur une courbe fixe en restant parallèle à la même 
direction. 

Soient 

y =im H-/3, 

les équations de la génératrice, m et n étant des constantes, 
et 

F(;r, ^, ;$) = 0, 
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les équations de la directrice. L'élimination de x,y,z entre ces 
quatre équations conduit à la relation 

^ = <P (a) 

é 

et, d'après ce qu'on a dit plus haut, l'équation de la surface est 

y — nz = ^ (x — mz). 

Réciproquement, toutes les fois qu'une équation donnée 
pourra être mise sous cette forme , elle représentera un cylindre 
En effet , si on pose 

X — mz = afc , 

y —nz = fi, 

et, si a et ^ sont liés par la relation ^ = ç (a), la droite 
représentée par ces deux équations sera toujours située tout 
entière sur la surface. 

Lorsque cette transformation ne sera pas évidente, on 
cherchera si une droite 

X = MZ -f- a, 
y=nz-{-lij 

peut s'appliquer sur la surface, quels que soient a, P; m et 7i 
gardant une valeur constante. 

Pour cela , on éliminera x et y entre les équations de la 
droite et celle de la surface ; l'équation en z obtenue devra être 
une identité ; les coeflScients des diverses puissances de z devront 
donc être nuls ; on obtiendra ainsi un certain nombre d'équa- 
tion desquelles on tirera pour m et n des valeurs déterminées, 
et les conditions restantes devront se réduire à une relation 
unique P = 9 (a). 

88. Il peut arriver que la génératrice du cylindre soit as- 
sujettie à toucher une surface donnée. / (x, y, z,) La direc- 
trice sera, dans ce cas, le lieu des contacts de la droite mo- 
bile avec la surface. 

Soient 0?, y, z les coordonnées d'un de ses points; l'équation 



du plan tangie&t en oajpQmi aéra, en nonunapt ^, y\j Ç les 
coordonnées courantes , , 

Les équations de la génératrice , passant par ce point , sont 

^ — X = m{^ — z) ti — y = n (f — z). 

Exprimant que cette droite est située dans le plan tangent; 
on a la condition 

mr + nr-^r^^O (a) 

X y s 

équation qui, avec celle de la 3urface, détermine la courbe 
de contact , et le problènie est ramené au précédent. 

On peut tirer de là un moyen de reconnaître si une surface 
donnée est un cylindre; car, dans ce cas, l'équation (a) doit 
être vérifiée, quels que soient x, y, z, ce qui donne entre 
m et n un certain nombre d'équations qui doivent être com- 
patibles. 

89. Lorsque la surface est du second degré, la courbe de 
contact est plane , car l'équation (a) représente le plan dia- 
métral conjugué des cordes parallèles aux génératrices du 
cylindre, 

III. 

Surfaces coniques, 

90, On appelle Cône la surface engendrée par une droite 
qui se meut d'après une loi déterminée , en passant constara" 
ment par un point fixe nommé sommet 

Supposons d'abord que la droite mobile soit assujettie à 
^'appuyer sur une courbe : 

F {x,y,z) = 0, 
F. ix, y,z) = 0, 

et soient Xi^ j/o ^i l^s coordonnées du sommet du cône; les 
équations de la génératrice seront 

iC — Xt=ùL{z — Z,) y — y,=^fi{z — z,). 



L'élimination de x, y,z entre ces quatre équations conduit 
à la relation 

et, par suite, l'équation du cône est 
Si le sommet est à l'origine , l'équation devient 



'j. * 



f = ' (î) 



elle est évidemment homogène enx,y,z. 

Réciproquement, toute équation de cet!* forme représente 
un cône. 

En effet, si on pose 

X V 

z z 

et si l'on a entre a et ^ la relation 

la droite représentée par les équations précédentes sera tout 
entière sur la surface. 

Exemple. Supposons que, le sommet étant à l'origine, la 
directrice soit un cercle 

z = h 

y = %rx — x\ 

Les équations de la génératrice sont 

X = olZ 

Éliminons x, y, z entre ces quatre équations, il vient : 

L'équation de la surface est donc 

KV^ 4- X*) — 2rxi& = 0. 



- f4 - 
9i. Lorsque la génératrice s'appuie sur une surfoee donnée 

on trouve l'équation du cône circonscrit par une méthode ana- 
logue à celle qu'on a employée pour le cylindre. 

Soient Xi, y,, Zj les coordonnées du sommet, x, y , z\es 
coordonnées d'un point de la courbe de contact, l'équation du 
plan tangent m ce point est 

($ - x)r H- {fi - y)r +{^- ^)r = o. 

Ce plan devant passer par le point a;,, ir,, z,, on a 

Cette équation , jointe à 

f{Xy y, z) = 0, 

déterminera la courbe de contact, ce qui ramène au cas pré- 
cédent. 

Étant donnée l'équation d'une surface , on reconnaîtra qu'elle 
représente un cône, lorsqu'on pourra, par un changement 
d'origine, la rendre homogène en a?, j/, z. Si l'équation est 
algébrique, tous les termes de degré inférieur à celui de 
l'équation devront disparaître à la fois. 

92. Quand f{x,y , z) est une fonction entière de degré m, 
l'équation (6) est du degré m — i en x, y, z; donc, si la 
surface donnée est du second degré, la courbe de contact est 
plane , et son plan est parallèle au plan tangent à l'extrémité 
du diamètre qui passe par le sommet du cône. 

En effet , dans les surfaces à centre 

P^'-f-PV-i-P'V = H, 
le plan de la courbe de contact a pour équation 
?xx, + Pyy, + P"^^, = H. 
Il est donc parallèle au plan diamélral conjugué du diamètre 
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roeile par le sommet du cône , oa au plan tangent mené à 
l'extrémité de ce diamètre. 
Dans le cas des surfaces dépourvues de centre , 

le plan de la courbe de contact est donnée par Téquation 

Pm -h P'^^r — Q(^ + a?,) = 0, 

les équations du diamètre mené par le sommet du cône sont 

y = Vt, ^ = «,, 

et les coordonnées du point où ce diamètre rencontre la sur- 
face, 



Le plan tangent en ce point sera 



2Q 



Pyy. + P"^-^. - Q^ -- "^^^ y ' = 0, 
ce qui démontre la proposition. 

rv. 

Conoides. 

93 On appelle conoïde la surface engendrée par une droite 
qui s'appuie sur une droite et un courbe fixe en restant parallèle 
à un plan donné. 

Prenons la droite fixe pour axe des z et le plan des xy pour 
plan directeur , les équations de la génératrice seront évidem- 
ment 

Soient 

celles de la directrice; l'élimination de x,y,z entre ces quatre 
équations conduira à la relation 
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et Véquatioo de.Ia surfiskce sera 



-(I) 



Réciproquement, toute équation de cette forme sera celle 
d'un conoïde dont Taxe des z est la directrice rectiligne. 

94. Exemple. Prenons pour directrice une ellipse dont le 
centre est sur Taxe des x^ et dont les axes sont parallèles à 
Oz et à Oy. 

Ses équations seront 

^='^ ^ + -3^ = *- 

Entre ces équations et celles de la génératrice z = p y = a^, 
éliminons x,y ,z;\[ vient 



Ofci 



;r^-:j = ^ 



c^ 



L'équation de la surface est donc 

Un plan perpendiculaire à l'axe des ^, ic = 8, la côof^ 
suivant une ellipse, : m - 

dans laquelle le rapport des axes de cette section varie avçc b. 

On peut également substituer à la courbe directrice une sur- 
face à laquelle la génératrice doit rester tangente. 

Supposons par exemple cette génératrice tangente ..à. la 
sphère 

(ir — d)« + 2^« + *' = R'. 

Cherchons les équations de la courbe de contact. Il éèt aisé 
de voir que cette courbe de contact se projette sur ay suivant 
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un cercle dont le centre est situé sur l'axe des Xy et qui a pour 
équation 

y* z= dx — x^. 

Cette équation, jointe à celle de la sphère, détermine la 
directrice. 
Les équations de la génératrice sont d'ailleurs 

;$ = j8 y =: ùtX. 

L'élimination de x,y,z donne 

(R« — ^0 («'-+-i) = dV, 
donc l'équation de la surface est 

(R» — ;5«) (x' 4- y') = dY, 

Les sections par des plans parallèles à 2^ et zy sont des 
courbes du quatrième degré; et, si l'on coupe par un cylindre 

^' + y* = a\ 

les projections de la section sur les mêmes plans sont des 
courbes du second degré. 

95. Héliçoîde gauche. Cette surface est engendrée par une 
difoite qui s'appuie sur une hélice en restant perpendiculaire à 
l'axe de cette hélice. 

Les équations de l'hélice peuvent s'écrire 

a? = r cos ô. y = r sin ô. z = mr ô. 

en appelant r le rayon du cylindre sur lequel l'hélice est tracée, 
f angle que fait avec zox le plan vertical mené par un point de 
la courbe, et m le rapport du pas à la circonférence de la base. 
Les équations d'une génératrice sont 

y z= dx ;S = jS. 

en exprimant que cette droite s'appuie sur l'hélice on a 
01 = tg,B i8 = mfB 
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d'où 

at = tg. . 

mr 

rélimination de a et p conduit à l'équation 

— = tg. — . 
X mr 

on rencontre cette surface dans la vis à filet carré. 

V. 
Surfaces cle révolution. 

96. On appelé surface de révolution une surface engendrée 
par la révolution d'une courbe donnée autour d'un axe fixe. 

Dans ce mouvement , chaque point de la courbe décrit un 
cercle dont le centre est sur l'axe fixe et dont le plan est per- 
pendiculaire à cet axe : ce cercle se nomme un parallèle de la 
surface. 

Un plan passant par l'axe est un plan méridien, et la section 
par ce plan est une courbe méridienne. Quand la génératrice 
est dans le plan de l'axe : elle est ellennème la méridienne. 

Au lieu de faire tourner la courbe autour de l'axe, regardons 
la sttT&ce comme engendrée par un parallèle qui s'appuie con- 
stamment sur la courbe donnée qui devient abrs directrice , 
et de cette manière toutes les surfaces de révolution admettront 
une génératrice d'espèce constante. 

Soient 

les équations de la directrice ; 

ir* -h y* = r* 

celles du cercle mobile. 

L'élimination de x,y, z entre ces quatre équations donnera 
une relation 
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et réquation de la surface sera 

Lorsque la courbe donnée est une courbe méridienne , ses 
équations étant de la forme 

y = z = (p(x), 

X n'est autre chose que r, il suffit donc de remplacer x par 



pour avoir l'équation de la surface. 

Exemples. 

Tore. Supposons que la génératrice soit un cercle de rayon 
a, situé dans le plan de l'axe; nommons d la distance du centre 
à l'axe. 

Le cerôle étant dans le plan des xz, et son centre étant sur 
(fe,îl a pour équation 

y = (x — dr-{^^' = a\ 

donc l'équation du tore est 

{l/x^ -Ht/* — dy -H ;5* = fl* 
OU 

(^> _|_ jy» + ;5» ^_ d» — û»)» = 4rf* (X^ + y*). 

Prenons encore pour exemple la surface engendrée par un 
cercle tournant autour d'une droite non située dans son plan , 
dans le cas particulier où la perpendiculaire abaissée du centre 
du cercle est un diamètre de ce cercle. 

Prenons ce diamètre pour axe des x ; soient a le rayon du 
cercle , d la distance du centre à l'axe , l'angle de son plan 
avec le plan des xy ; ce cercle sera défini par le plan 

z = my 
et la sphère 

{x — dy -h ^* -f- ;^' = a\ 
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D'autre part, les équations de la génératrice sont 

■« = > 
«' + »' = r*. 

Éliminant x,y,z/û vient 






4- >« = a* 

• , ■ .1 



ou 



OU enfin 

On voit aisément que la courbe méridienne n'est pas une 
ellipse, puisque le point le plus haut de cette section n^est 
pas sur la parallèle à l'axe des % menée par le centre G <ta 
cwcle. ' '** '"■ 

Si l'on fait m = oo on retrouve réquation du tore* ^■' ^'-^^ 

:. ^.^ AU 
r-y >*<»«i*ir»f|/ 1 
• • • !î'. 'vn{,')/ 

■•■■ '■^•'^^^'^ 
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CHAPITRE IX. 
SXttGKIS. 



Discnssion de quelques surfaces. 

97. E^emjOe 1. <fig. 12.) 

xyz^ = 1. 

L'équation ne pouvant être satisfiaite si l'on égale à zéro l'une 
quelconque des coordonnées , on voit que la surface ne ren- 
contre pas les plans coordonnés, 

La section par le plan 2 = y donne une hyperbole 

i 

xy = — 

y 

dont les axes varient depuis l'inlini jusqu'à zéro, lorsque y 
passe de zéro à l'infini. Cette hyperbole se projette dans l'angle 
yox et son opposé au sommet, si y est positif; si y est négatif, 
elle se projette dans les deux autres angles formés par les axes 
des X et des y. 

La surface peut être considérée comme engendrée par cette 
hyperbole variable , et l'on voit qu'elle se compose de quatre 
nappes distinctes: chacune de ces nappes a pour asymptotes 
les trois plans coordonnés qui forment l'angle trièdre, dans 
lequel elle se trouve comprise. 

La section par le plan y = a; est une hyperbole du troisième 
degré donnée en vraie grandeur par l'équation 

xH = 2. 

Nous avons représenté (fig. 12) une nappe de la surface li- 
mitée par trois plans parallèles aux plans coordonnés, et les 
sections de la surface par une série de plans horizontaux équi- 
distants, ainsi que celle qui est faite par le plan y = x. 

La surface se compose, d'après ce qui a été dit plus haut, 

6 
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de quatre nappes identiques , situées dans les trièdres 

z X y, :& — X — y, y —: X — z, x — y — z. 

98. Exemple IL (fig. 13.) 
Soit Véquation 

(x^ -f. yy 4- 4^5*;$* — 4fa*x^ = 0. 

Coupons la surface par les trois plans coordonnés. 

Si on fait x = 0/û vient y = ; Taxe des z fait donc partie 
de la surface. 

La section par le plan des zx s'obtient en faisant y = 0, ce 
qui donne 

X' + AxH* — U*x* = 0. 

Cette équation se décompose en deux : 

X = et X* -^Az^ = 4a* ; 

elle représente l'axe des z et une ellipse dont le grand axe , 
dirigé suivant Oxy est égal à 4a, et dont le petit axe, dirigé 
suivant Oz est égal à ^a. 

Enfin, pour z = , on trouve la trace de la surface sur le 
plan des ^ry , qui se compose de deux cercles égaux: 

{x^ + ^* — 2aaî) (x^ -\- y^ -h 2a^) = 0; 

ces deux cercles, de rayon a, ont leurs centres sur l'axe des a?, 
et sont tangents à l'origine à l'axe des y. 

Un plan, 2 = 7, parallèle au plan des ocy, coupe aussi la 
surface suivant deux cercles égaux , qui se projettent sur xy 
comme les précédents et qui ont pour équation 
(x' + y'Y — Ax%a' — >») = 0, 

l'abscisse du centre est 



en sorte que l'on a 

le lieu des centres de ces cercles est donc une circonférence 
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de rayon a^ située dans le plan des jt:, el ayant Torigine pour 
centre. 

Comme ces cercles rencontrent toujours Taxe des :, on voit 
que la sur&ce peut être considérée comme engendrée par un 
cercle mobile dont le plan reste paraOèle au plan des xy, dont 
un point s'appuie sur l'axe des c , et dont le centre décrit une 
circonférence de rayon a située dans le plan des xz et ayant 
son centre à l'origine. 

Ce mode d^ génération de la surface en foit concevoir aisé- 
ment la forme; l'étude des sections paraOèles aux u? va nous 
en faire connsutre une propriété remarquable. 

Dans l'équation de la surface feisons t/ = p ; il vient : 



=-('-^^i^') 



cherchons les coordonnées du point où la tangente à la courbe 
est horizontale : on a > en appelant z' la dérivée de z par rap- 
port à X 



zz' = 



ix' 



Le numérateur est nul pour ^ = zt p ; et, comme d'ailleurs 
y = P, on voit que le lieu des points où la tangente à une 
section parallèle aux zx est horizontale, se projette sur le plan 
des xy suivant les deux droites : 

En d'autres termes, si on imagine un cylindre ayant ses 
génératrices parallèle^ kOx, et circonscrit à la surface, le lieu 
des contacts se compose de deux courbes planes situées dans 
les plans bissecteurs des dièdres y, z, x eiy ,z, — x. 

Le z du point de la section faite par le plan y = p , où la 
tangente est horizontale , est 

d'où 
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donc le cylindre circonscrit est.de révolution, et la prqjeclion 
de la courbe de contact sur le plan des ooz est le cercle direc- 
teur. 

Reinarquons encore que tout plan passant par, Taxe des z 
coupe la surface suivant une ellipse. 

Si^ jaa effet, on combine l'équation de la surfçic^ jivec celle 
du plan 

y = mx, 

on trouve , pour la projection de la section sur le plan des zx : 

x^ (1 -f- m*) + 4;s2 = ^a\ 

équation d'une ellipse, donc la section est elle-niéme une 
ellipse. 

Ces propriétés peuvent du reste s'établir aisément par la géo- 
métrie. 

99. Exemple III. (fig. 14.) 

Soit encore à discuter la surface représentée par l'équation 

L'équation étant symétrique en x, y et z, il suffira, ju?ur 
reconnaître la forme de la surface , de la couper par une série 
de plans parallèles à l'un des plans coordonnés, au plan xy par 
exemple. Une telle section sera donnée par le système 

On voit que les projections de toutes ces courbes sur le plan 
xy ont pour axe la bissectrice de l'angle yOx, et pôur'asytiip- 
tote la perpendiculaire à cet axe menée par l'origine. ' *'* 

Soit OA l'axe de l'une de ces courbes;* sa longueur' * * ' 



décroît jusqu'à zéro , quand y varie de à 1 ; pour des valeurs 
de Y plus grandes , OA devient négatif, la courbe est tournée 
en sens contraire, et OA croît en valeur absolue au delà de 
toute limite. 
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Lorsque OA est nul , la section est une ligne droite , y est 
alors égal à 1. 

D'après ce qui a été dit sur la symétrie de la surface et sur 
la position de cette droite , si par trois points pris sur les axes 
coordonnés à une distance de l'origine égale à 1 , on mène un 
plan, et que par ces mêmes points on mène des parallèles aux 
traces de ce plan sur les trois plans coordonnés , ces parallèles 
forment un triangle équilatéral situé sur la surface. Une partie 
de la surface est en avant du plan de ce triangle ; l'autre partie 
s'étend indéfiniment en arrière. 

100. Étude des sections du tore par un plan passant par 
son centre. 

L'équation du tore est 

Les formules de transformation qui donnent l'équation de 
la section faite par un plan passant par l'axe des y sont : 

X = y' cos ^ y =^ x' « = ^' sin ô. 

Remplaçant dans l'équation du tore, il vient en supprimant 
tes accents 

il^y- cos* H- ^* — rf)* H- y^ sin* e = a\ 

ou 

(x* -h y^ -h d^ — a*)* — Ad^y^ cos» — M*x^ = 0. 

En faisant varier de à 90^, nous aurons toutes les sections. 

Lorsque la trace du plan sur le plan des xz coïncide avec Ox, 
la section se compose de deux circonférences concentriques ^ 
car = donne 

x^ H- y- = (d dz ay 

croissant , la section se compose de deux courbes con- 
centriques, ayant pour axes les axes coordonnés; l'équation 
pout s'écrire 

[(C'. + y* -1- (/» -- «a — 2(/ 1/- V' cos» e + x"] [x^-^-y^-^d^-^a^) __ 

H- i2(/ l^^y* cos> -h ^*1 
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dans le tore d est plus grand que a ; le second facteur ne peut 
donc être nul; les équations des deux courbes sont donc obtenues 
en posant 



^' + r + d* — a* — 2<i|/'y*cos»0-haî» = 0, 

et y en coordonnées polaires, en nommant o l'angle variable, 
et p le rayon vecteur : 



g = d l/^i — sin*Osin*to ±: \/a* — d} sin* sin* ta 
Ainsi au rayon vecteur de la courbe 



^ = d\/\ — sin*6sin*û» 
il faut ajouter et retrancher 



R = |/^a*— rf*sin*osin*û»- 

Cette quantité R est réelle , quel que soit o , tant que 

dsvti^ < a, 

c'est-à-dire tant que la trace du plan sur le plan des zx coupe 
le cercle méridien. 
Lorsque 

a = d sin 9 R = a cos &> , 

et l'équation devient : 

{ç± a cos «)* = d* — a* sin* «) 
ou 

j« zt 2û ^ cos « = d> — a\ 

ce qui donne , en séparant les signes , les deux cercles : 

f> — 2a ^cos « — d«-|-û« = 0, ç» + 2fl^cos6» — rf* + a» = 0. 

Ainsi, la section du tore par un plan bi-tangent se compose 
de deux cercles égaux, dont la corde commune joint les points 
de contact et dont le rayon est cf. 

Quand 

a < dsinBf 
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la courbe se compose de deux parties sépai^ées , situées de part 
et d'autre du plan des x% , et symétriques. 

Si Ton cherche la valeur de p pour laquelle le rayon vecteur 
est tangent à la courbe , ce qui se fait en égalant R à zéro , on a 



sm ti = 



(2 sin 9 ' 
donc 



valeur indépendante de ô. 

101. Problème. 

Les trois arêtes d'un angle trièdretrirectangle sont tangentes 
à une surface du second ordre ; trouver le lieu décrit par son 
sommet. 

Supposons que la surface donnée soit un ellipsoïde : 

transportons l'origine en un point du lieu , (a , p , y) , et pre- 
nons les trois tangentes menées par ce point, pour axes coor- 
donnés : les formules de transformation sont 

X = 0, + ma^ H- ny' + pz', 

z = y + m^x' + n,y' +p,^', 

en sorte que l'équation de l'ellipsoïde rapporté aux nouveaux 
axes est en substituant : 

ict-]-mx'-hny'-hpz>'y (fi -^m,x' + . . .y (y + ma?,' +...)« _ 

Écrivons que la droite z' = 0, j/' = est tangente à la sur- 
face : l'équation en x^ résultant de cette hypothèse devra avoir 
ses racines égales ; or , cette équation est 

«' /S' Y' ,i 

+ ^ + p-+^-M 



QD a donc la condition .>„.!() i ^ù ^..^t.i. . 

Développons cette condition , et ftdsons les réductions ; il 
vient: 

2mm. 4 + 2mm, ^, + 2m,m.^ = ^ ("^ + ^) 

■^i»* U* ^v ^* \«' «^v \«* ^* (î^/ 

On aurait de même deux autres conditions , en écrivant que 
les aï es des y' et des z' sont tangents à la surface; il suffirait 
de remplacer dans l'équation précédente les constantes m,mi, 
m, par n, n, , n,ou p, Pi, p». Supposons les écrites , et ajou- 
tons membre à membre ; nous aurons en vertu des relations 
qui existent entre les neuf constantes 

équation d'un ellipsoïde. 
Si on multiplie par c^ et que l'on fasse =: 0, on obtieoiit: > 

dans ce cas , les trois arêtes s'appuient sur une ellipse. 

Si on fait c = 30 , l'ellipsoïde primitif est un cylindre à base 
elliptique ; le lieu est un cylindre circulaire 

a* -}- ^'- = a- + b\ 

ce qui montre que le lieu des sommets des angles 'drôite^if-' ' 
conscrits à une eHipse est un cercle de rayon ' ^ * 



Le lecteur pourra aisément appliquer le calcul précédent au 
ca$ où-Ja surface donnée est un hyperboloide , et discuter les 
résultats. 
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Surface de Tonde, u- 

102. On rencontre eh optique rêi|uatiorf "d'une ""Shtface 
qu'on appelle la surface de l'onde, et qui joue un rôle imjpdrtant 
dans la théorie de la lumière. 

Nous allons la discuter au point de vue géométrique et faire 
connaître quelques-unes de ses propriétés. • f.viu 

L'équation de cette surface sous sa forme la plus simplet est' 

(1) ^ + t + ^' '■ . =i. 

Cherchons les sections de la surface par les plans coordonnés. 

Pour cela imaginons que dans l'équation (1) on ait chassé 
les dénominateurs; en faisant successivement dans l'équation 
ainsi préparée : 

a; = 0, y = 0, z=rO, 

on trouvera 

(y« 4_ z^ — û«) (b-y* + c^z^ — ô'c*) = 0, 
{œ^ -H ;s» — b^) {a^ûd^ + c*z* — • a*c«) = , 
{x^ -h y* — c«) (fl«a;*+ bY — «'^*) = 0. 
11 résulte de là que dans chacun des plans coordonnés la 
section se compose d'un cercle et d'une ellipse. 
Prenons (fig. 15) 

OA = OA, = a, OB = OB, = ft, OC = OC. = c. 

et soit 

a > b > c. 

On voit que la surface est formée de deux nappes distinctes, 
l'une intérieure, figurée par le contour SEjCCtS, l'autre ex- 
térieure SAA4BS. 

Ces deux nappes ont quatre points communs, tels que S. 

La surface est d'ailleurs symétrique par rapport aux plans 
coordonnés qui la coupent orthogonalement et l'origine est 
centre. 

On se représentera aisément les sections faites parallèlement 
aux plans coordonnés ; nous n'en discuterons pas les équations , 
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et nous passons immédiatement à rétude de quelques propriétés 

remarquables de la surface. 

Mentionnons d'abord les équations de deux ellipsoïdes qui sont 

physiquement liés à la surface de l'onde. 

L'un d'eux 

a*x« -h b^^ -h t>^« = 1 

se nomme le premier ellipsoïde ; 
l'autre 

a« ^ 6» ^ c^ " ^ ' 

se nomme le second ellipsoïde. 

Cela posé , 

Si l'on même une tangente MM' commune à PeUipse et au 
cercle situés dans le plan des zXy le plan mené par cette tan- 
gente parallèlement à Oy touche la surface suivant un cercle, 
et le plan de ce cercle est parallèle aux sections circulaires du 
premier ellipsoïde. 

Cherchons, en eflet, le lieu des points pour lesquels le plan tan- 
gent est perpendiculaire au plan des zx; pour ces points la dérivée: 
partielle prise par rapporta y est nulle, d'où résulte l'équation: 
y [{a} 4- 5»)/tj» H- 2ft*y' -f- (f> + h^)z^ — b'^icfl + c»)] = 0, 

qui donne d'une part, les points situés dans le plan z^ix et qui 
répondent à y = 0, d'autre part les points situés sur l'inter- 
section de le surface avec Tellipsoïde 

(2) (a« -+. b^)x^ -h U^ii^ -h (c* H- b^)z^ = 6»(a« + c*) 

Si l'on cherche la projection de cette intersection sur le plan 
des zx , on trouve par l'élimination de y une équation décom- 
posable^ en quatre facteurs 
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el qui donne les quatre tangentes connmunes à Tellipse et au 
cercle situés dans le plan des tx. 

D'ailleurs si l'on cherche les sections circulaires de Tellipsoïde 
(2), on reconnaît qu'elles s'obtiennent en égalant à zéro les 
facteurs linéaires en lesquels se décompose l'équation (3) et 
qu'elles coïncident avec celles du premier ellipsoïde. Le 
théorème est donc démontré. 

Les points singuliers (S) de la surface jouissent de propriétés 
optiques importantes et qui ne sont pas moins intéressantes au 
point de vue géométrique. 

Nous allons les faire connaître. 

La direction OS est 'perpendiculaire aux sections circulaires 
du second ellipsoïde. 

Le calcul des coordonnées du point S 



suffit pour mettre en évidence cette propriété. 

Les tangentes à la surface au point S forment un cône du 
second degré. 

Pour trouver le lieu de ces tangentes, il est convenable 
d'écrire l'équation de la surface sous la forme suivante : 

(x* -h y« -f. z^) (a^x'^ -h h^y^ -h cV) — a\h^ -h c^)x'' \ ___ 

Désignons par F {x, y, z) le premier membre, et trans- 
portons l'origine au point S. 

L'équation devient : 

F(aîH-^', y, ;5-hV)==0. 

Or il résulte de la forme de la surface dont les deux nappes 
ont le point commun S, qu'une droite menée par ce point, ne 
peut la rencontrer plus de trois fois. 

Si donc on mène par la nouvelle origine une droite 

X =^ m% y = im 
réqualion en z, résultant de l'éUmination de ^ et de t/, admettra 
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aécessairement deus i^cines nulles, mais si cette droite est 
tangente à la surface , il y aura une troisième racine égale à 0; 
en sorte que si Ton forme l'équation en z, la condition du 
contact s'obtiendra en égalant à le coefficient de z'. 
« La retelion etitre m et n étant ainsi établie, il suffira d^y 
remplacer w et n par 

^ el ^. 

ce qui donne pour l'équation du cône tangent 

Aw'x'^x^ -h Ac^z'H* -H (û- — b') {c^— h^)y^ + ^afz\a'' + 6-*)a;V== 0. 

On voit que ce cône est du deuxième degré. 

Le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées du centre 
de la surface sur les plans tangents à ce cône est un cercle et 
le plan de ce cercle est parallèle aux sections circulaires du 
second ellipsoïde. 

Cherchons d'abord le lieu des perpendiculaires abaissées du 
centre sur les plans tangents. 

Pour cela menons par l'origine S un plan 

y == aa? -f- ]8;5. 

.'V ■ t 

L'élimination de y entre cette équation et celle du cône 

X 

donne une équation du second degré en - et dont le premier 

membre devra être ftn carré parfait si le plan est langenti 
Cette condition développée donne, réductions faites,- î 

(4) c^z'^-a} -f- a«d?'*jS* — («'- -h c'^x'%'(t^ + a«c' = 0.' 

Revenons à l'ancienne origine. 

L'équation d'un plan tangent au cône devient 

y = ot{x — x') -f- ^{y — 2/')> 

a et p étant liés par la relation précédente, et les équations 

d'une perpendiculaire abaissée du centre sur le plan tangent 

sont alors : 

x = -— ay ^ = — fi,y. 
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Éliminons a et ^ entre ces deux équations et )a relation (A) , 
il vient 

ctz'ix* 4- «»cvy* 4- flW — (a* -f- c'^)itf^,x% = 0, 

équation du cône formé par les perpendiculaires abaissées du 
centre sur les plans tangents. 

Le lieu des pieds de ces perpendiculaires s'obtiendra en 
joignant à cette équation celle d'une sphère 

^' ■+- y* -4- ** XCC^ «;8' = , 

qui a pour diamètre OS. - 

Pour avoir la projection de ce lieu sur le plandes zx , éli- 
minons y entre les deux équations précédentes, il vient: 

ou, en ayant égard aux valeurs de x* et de z' , 

«*â!r''a;' -h cH^'^z'^ 4- (a* -f- c^)x^z^xz — a'^d'zz^ = , 

ce qui peut encore s'écrire 

{x\x -f- z^z) {a'^x^x + c^z^z — ûV«) = 0. 

L'équation 

a^x^x -f- cHz — fl*c« = 0, 

jointe à celle de la sphère, donne le lieu cherché qui est par 
conséquent un cercle. 

Le plan de ce cercle est d'ailleurs parallèle aux sections cir- 
culaires du second ellipsoïde, comme on peut s'en asàurer à 
l'aide des valeurs de a?' et z' , données plus haut. 
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